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Abstrakt

Obsahem této bakalaiské prace je vyklad a vysvétleni nékterych zakladnich
matematickych definic a vét z oblasti zakladi vektorové analyzy, které jsou uzce
svazany se studiem fyziky, a jejich nasledné propojeni a aplikace na vybrané fyzikalni
zakony newtonovské mechaniky. Snazila jsem zvolit pfistupnou cestu svého vykladu
jakozto posluchacky 3. ro¢niku oboru ,,Pedagogické asistentstvi matematiky a fyziky
pro ZS*“ pro pochopeni danych témat, ale zaroven ineelementdrni Groveii probirané

latky tak, aby si pfisli na své i zapalengj$i zdjemci o matematiku a fyziku.

Na zaklad¢ této prace bych chtéla pfispet ke komplexnéjSimu pochopeni vztahu mezi
matematikou a fyzikou, sezndmit Ctenafe s vybranymi fyzikdlnimi zdkony pomoci
objasnénych matematickych ,nastroji“ a prostfednictvim ptikladd a co mozna
nejlidstéjSiho vysvétleni predat alesponl intuitivni fyzikalni nadech, ktery jim miize

otevrit onu branu kouzel fyziky.

Abstract

This Bachelor’s thesis deals with the interpretation and explanation of some basic
mathematical definitions and theorems of the fundamentals of vector analysis, which
are closely tied to the study of physics and their connections and applications to selected
physical laws of Newtonian mechanics. I tried to choose an accessible path
of interpretation from the view of me as a listener in the 3™ year of study "Teacher
Training in Mathematics and Physics for Elementary Schools" for the understanding
of the topics and I also choosed non-elementary level of this topic for people who are

interested in mathematics and physics.

Based on this work, I wanted to contribute to a more comprehensive understanding of
the relationship between mathematics and physics, to acquaint the reader with selected
physical laws solved by using mathematical "tools" and to give intuitive physical touch
at least to readers through examples and explanations, so they can open ,,a magic gate*

of physics.
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1 UVOD

Fyzika — nemalo studentiim se pii pfecteni ¢i vytknuti tohoto slova vybavi nezazivné
hodiny plné vzorecki, pocitani a otravnych laboratornich praci. Pfitom se jedna o popis
dokonalych pfirodnich jevl, se kterymi se setkdvame kazdy den. Elegance a plvab
tohoto popisu spo¢ivd v jeho matematizaci — nemalokrat se v historii fyziky stalo,
ze pravé matematika stdla za zrodem novych fyzikdlnich teorii, a tak dala impuls
k dal§imu rozvoji pfedstav o svété kolem néas. A zase naopak, k pochopeni a popisu
téchto déji a stavll soustav bychom nemohli dojit bez znalosti matematickych
prostiedkil, onéch ,,ndstroji*, kterymi se mimo jiné zabyva tato bakalaiska prace. Proto
se tyto dvé discipliny dopliuji natolik, Ze jedna bez druhé jednoduse nedokaze

existovat.

S nadsazkou feceno, matematika svym zplsobem ,,piedpovida budoucnost™ — a to je
prece veliké lakadlo zasvétit se do jejich tajii. Tato bakalarskd prace odkryva tfadu
matematickych definic a vét z oblasti vektorové algebry a jejich aplikace do vybranych
fyzikalnich zékonl. Déje se tak na zékladé vysvétleni téchto definic pomoci opakovani
toho, co by mél Ctenaf zndt, a vzapéti rozSifeni téchto matematickych prostfedkl
do obecnéjsiho, vysokoskolského rozméru. Potom je tento matematicky prostfedek —
,»hastroj — uchopen a pfimo aplikovan na konkrétni fyzikalni zakony, které jsou op¢t
popsany tak, aby Ctenaf si problematiku osvojil a pochopil. K tomu jsem volila fadu
pfirovnani z bézného zivota a snazila se tak dostat Komenského principu uceni

,0d jednoduchého ke slozitému, od znamého k neznamému*.

Prace je tematicky rozdélena do dvou kapitol — prvni je vénovana matematické Casti a
druha jeji fyzikalni aplikaci. Ob& tyto casti jsou dale ¢lenény do podkapitol a ty
nasledné dale. Zvolila jsem tfiuroviiovy format nadpisti a pro piehlednost jsem dilezité
poznatky (definice, véty) vlozila do ohrani¢eného textového pole. Pro nézornost
nechybi obrazky, vyjma jednoho jsem vSechny vytvofila v programu systému Windows

Malovani, proto je citace obrazku uvedena pouze jedna.



Matematicka ¢ast zacina fyzikalni motivaci, tedy cilem, ke kterému spéje celé tato prvni
cast. Déle je Ctenaf sezndmen s kratkou historii matematickych aparati, které se v praci
objevuji. Poté nasleduje vlastni polovina tématu bakalafské prace — ndstroje
vektorového poctu. Dotkla jsem se predev§im objasnéni pojmu vektoru v ramci
matematiky a fyziky, operaci s nimi, aby vSe vyvrcholilo kapitolou ,,Vektorovy soucin®.
Piitom jsem se snazila docilit co nejplynulej§iho navazovani mezi kapitolami. Radu
poznatkl v podobé definic a vét jsem zdhy svymi slovy vysvétlila a okomentovala.
Logické clenéni vychazi od znamych poznatkd (,sttedoskolskych®) po ty

,»Vysokoskolské*.

Druhé cast Ctenafe pfimo seznamuje s fyzikdlni aplikaci objasnénych matematickych
poznatkli v oblasti pfedevs§im newtonovské mechaniky, zejména pak objasnénim
Newtonovych pohybovych zdkonli a jejich aplikaci. Kazdy piiklad matematické

aplikace do vybranych fyzikalnich zadkoni je opét komentovan piiklady a pfirovnanimi.
V praci jsem vychazela z predpokladu znalosti stfedoskolské fyziky a matematiky.

Cela bakalafska prace je vystavéna na systému ,,pyramidy* — snazila jsem se postupovat
od objasiiovani dil¢ich matematickych ,,nastroju tak, aby jeden navazoval na druhy,

jejichz ,,vrcholem* je potom objasnéni vektorového soucinu v prostoru obecné dimenze.

Mym cilem bylo provéazat matematiku s fyzikou tak, aby ¢tenat ziskal alesponl intuitivni
predstavu o matematizaci fyziky. Chtéla jsem poukazat na dulezitost matematiky ve
studiu fyziky a zaroven objasnit matematické definice tak, ,,aby si na né¢ mohl ¢lovék
sdhnout”. Nazornymi ukazkami, logickym c¢lenénim a ndvaznosti témat bych chtéla
didakticky rozsifit fyzikalni obzory a motivovat poslucha¢e matematiky a fyziky na

sttednich Skolach a vSechny zainteresované fyzikalni matematiky.

P¥ipominam, Ze komentiie k pochopeni obsahu témat uvadim ze SVEHO pohledu

posluchacky 3. ro¢niku vySe uvedeného studijniho programu.



2 ZAKLADY VEKTOROVE ANALYZY

jakoZto nastroj pro zakladni fyzikalni interpretace

S vektory jsme se seznamili jiZ na zdkladni Skole — tzv. orientované Usecky v né&jaké
kartézské soutadné soustave. Vektory ve fyzice pfipisujeme takovym fyzikalnim
veli¢inam, které jsou charakterizovany jejich jednotkou, ¢iselnou hodnotou a néjakym
smérem (sila, intenzita, rychlost, zrychleni...), oproti tomu skalarni fyzikalni veli¢iny
maji pouze ¢iselnou hodnotu (Cas, teplota, objem, délka...) a jednotku. Takto v prostoru
rozliSujeme vektorové nebo skaldrni pole — jedna se o funkce, kdy kazdému bodu

v prostoru je ptifazen vektor nebo skalar (viz obr. 1).

Obr. 1: Vektorové pole intenzit gravitacniho pole Zemé a skalarni pole teplot v tychz bodech prostoru

V nasledujicich odstavcich si postupné zopakujeme zakladni sttedoskolské pojmy jako
vektory a operace s nimi a nasledn€ je rozsitime do vysokoSkolské dimenze. Jejich
navaznosti sméfujeme k pochopeni adefinici vektorového soucinu, jakozto

,nejzakladnéjsiho zakladu® v teorii fyziky.
2.1 Fyzikalni motivace

Auto rozjizdéjici se do kopce, volny pad paraSutisty, rotace Zemekoule — pokud chceme
matematicky obsahnout a popsat déje a stavy soustav probihajici kolem nés, zjistime, Ze
na skalarni hodnoty piislusejicim témto déjim (napf. auto ma rychlost 50 km/h) je
nékdy mozné nahlédnout zpohledu jejich sméru, tedy zjakéhosi rozsitenéjSiho

hlediska. To nam umoznuje vyhodné pracovat vektory, které popisuji tyto déje nejen
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n¢jakou Ciselnou hodnotu, ale 1 orientaci v prostoru. Pochopeni matematické podstaty

této oblasti otvird branu k pochopeni principt ptirody.
2.2 Historie

Matematicky obor vektorovd (linearni) algebra spadd do 19. stoleti a je spojena se
jmény jako W. R. Hamilton, A. Cayley (teorie matic) ¢i H. Grassmann. Ruku v ruce jde
s poznatky z geometrie a s pojmy jako afinni geometrie (pocatky v 18. stoleti), afinni a
vektorové prostory. Pojem kartézské soustavy soufadnic R. Descarta (1. pol. 17. stoleti)
je nezbytnou charakterizaci dvou a tfirozmérného prostoru, ktery je nam tolik znamy
z kazdodenniho zivota. Jako velmi dilezity shledavam piinos G. Cantora a R.
Dedekinda (az kolem roku 1872), kdy tito panové ,,vynalezli* osu realnych cisel tak, jak
ji zname z pocatkii nasi povinné Skolni dochézky. Tim propojili dosud znadmou
geometrii s algebrou, a tak dali vzniknout méfeni vzdalenosti, bez které bychom si jisté

neuméli pocitani predstavit. [2]

Prvni zminka o vektorech ve fyzice se objevila vroce 1586 ve spisu holandského
renesan¢niho myslitele a fyzika Simona Stevina ,,Princip rovnovahy*, zde je pouzit
termin ,,rozklad sily*, vektorové vzato prvni provedeni rozkladu vektoru do jeho slozek.
A to je fantasticky poznatek — Simon Stevin vlastné ptiSel na to, ze sily se chovaji jako

vektory. Vektory jako takové do fyziky zavadi v 18. stoleti Leohnard Euler.

2.3 Matematické nastroje vektorové analyzy

2.3.1 Pojem vektor

Nasledujici definici vektoru dobife zndme ze stfedni Skoly. Predpokladame znalost
znazornéni kartézského souradnicového systému a geometrickych zakladli. Znaceni

vektort odpovidé ustdlenym konvencim:

u=l_l)=ﬁ3>=B—A= [blszl""bn] _[al,az ...,an] =

= (bl —aq, bz —dady, ..., bn - an) = (ul, U,, ...,un)
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zna¢i vektor u jakozto orientovanou usecku AB mezi body A o soufadnicich
la;,a; ...,a,] a B = [by,b,,...,b,] a jeho soufadnice (uq,uy,...,u,) v néakém
soufadném systému n-rozmérného prostoru (podrobnéji v kap. 2.3.3 a 2.3.4), budeme

pracovat piedevsim s kartézskym soufadnicovym systémem.

Definice kartézského soucinu

Necht’ jsou dany mnoziny A, B. Kartézskym soucinem A X B nazveme mnozinu
vSech uspotadanych dvojic (x, y), kde x € A a y €B jsou libovolné¢ prvky.

Zapisujeme:

AXB = {(x, y):x€Anry€B}

Pozn.: Slovo ,kartézsky* pochazi od ptivodce tohoto soucinu Reného Descarta (1596-1650).

Pozn.: Protoze jde o uspotfadané dvojice, tedy dvojice, ve kterych zavisi na potadi, je rozdil

mezi kartézskym soucinem A X B a B X A, obecné¢ tedy kartézsky soucin neni komutativni.

Uved'me prakticky piiklad: mé&jme mnozinu A = {1,2,3} a mnozinu B = {0,4}.

Kartézskym  souCinem  téchto  mnozin je tedy mnozina AXB=

={(1,0),(1,4),(2,0),(2, 4),(3,0),(3,4)}.

Kartézskym  &tvercem  mnoziny A by tedy byla mnozina A% =

={(1,1),(1,2),(13),2 1, (2 2),(23),31),3,2),3,3)}

Podle definice vidime, Ze kartézsky soutadny systém, ktery dobie znadme, je specialnim
pripadem kartézského Ctverce. Rovinu, tedy mnozinu uspotadanych dvojic realnych

&isel, tak budeme znagit jako R?.

Pokud bychom chtéli ptedchozi ptiklad kartézského soucinu A X B znazornit v roving,

jisté si predstavime, Ze se jednad o mnozinu 6 bodu se soutadnicemi [1; 0], [1; 4], ...

12



Analogicky by se definoval kartézsky sou¢in » mnozin jakozto mnoZzina usporadanych
n-tic. Jeho zéstupcem je nam znamy prostor R’, obecn& R™. Mocninu téchto prostort

nazyvame jejich dimenze.

Stiredoskolska definice vektoru

Nenulovy vektor je mnozina vSech orientovanych usecek, které maji stejny smér
a stejnou velikost. Nulovy vektor je mnozina vSech nulovych orientovanych usecek,
tedy takovych useCek, kdy jejich pocatecni bod splyvd skoncovym bodem.
Oznacujeme jej o. Volny vektor je takovy, ktery neni vazan k néjakému bodu
v prostoru. Tvofi tedy mnozinu vektori. Vazany vektor je spojen s ur¢itym bodem

Vv prostoru.

Z uvedeného vyplyva, Ze volny vektor je dan pouze svou velikosti a smérem, mize se
tedy v prostoru posunovat, zatimco vazany vektor je pevné spojen s bodem v né&jaké

vztazné (zde kartézské) soustave soutradnic.

Obr. 2: MnoZina volnych vektori a jeden vazany vektor s po¢atkem v bodé A

Pozn.: Pfirozené uvazujme, Ze sit’ je tvofena jednotkovymi Ctverci, pak tyto volné vektory na

obr. 2 maji soufadnice (1, 2).
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Z obr. 2 je krasn¢ vidét, ze pfimky urcené témito vektory jsou rovnobézné, tedy vSechny

vektory, které je ur€uji, maji stejny smér (jsou linearné zavislé (viz nize)).

Vysokoskolska definice vektoru nahlizi na vektor obecngji, zahrnuje jej do tzv.
vektorového (linearniho) prostoru. Ac¢koliv zni toto slovni spojeni pon¢kud nadnesené,
ve vysledku se jedna o definici, ktera prvkim vektorového prostoru (vektortim)
pfifazuje vlastnosti, diky kterym se ,,chovaji hezky* tak, jak zname ze SS (viz operace
s vektory nize). Pro nase ucely postaci konkrétnéj$i formulace nad télesem realnych

Cisel (skalart).

Slovo ,,teleso* je termin pouzivany v teorii mnozin a algebraickych struktur. Jedna se o
obecnou ciselnou mnozinu s operacemi ndsobeni a séitani, ktera spliiuje néjaké
pozadavky. My se budeme setkavat povétsinou s télesem realnych cisel R, které velmi
dobie zname, definici algebraického télesa tak nechdme ladem a vystacime si se
zékladni pfedstavou, kterou jsme o této mnozing ziskavali v pribéhu ZS, SS a vlastng

celé doby naseho rozumového uvazovani.
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Vysokoskolska definice vektorového prostoru

Necht' je dana neprdzdnd mmnozina V, jejiz prvky nazyvame vektory, a téleso

redlnych ¢isel (skalart) T = R. Zaved'me ve V dvé€ zobrazeni (operace):

1. Zobrazeni @: V xV - V , které nazveme s¢itani vektoru.

2. Zobrazeni O: T xV - IV, které nazveme nasobeni vektoru skalarem.

Rekneme, Ze V je vektorovy prostor nad télesem R s danymi vektorovymi
operacemi @ a ©, prave tehdy, kdyz pro V u, v, w € Va V t, s € R plati nasledujici

axiomy:

e u®v=v®u... komutativni zdkon pro s¢itani vektort

e ud(vO W) =(udv)® w... asociativni zdkon pro s¢itani vektori

e YVueV3I0eV:u®0=a... existence nulového prvku (nulového vektoru)

* VueV3IveV:u®v=0... existence inverzniho prvku (opac¢ného
vektoru)

e tO(s®u)=(ts) ® u ... asociativni zdkon pro ndsobeni skalarem

* 1 ®u=u...jednotkovy prvek pro nasobeni vektoru skalarem

e (t+s)Qu=(tOu)® (s ®©u) ... distributivita vzhledem ke s¢itani
[10]

Pozn.: Obecngjsi verze definice plati pro libovolné ¢iselné téleso s operacemi sCitani a nasobeni

(T, +, ), tedy i mnozinu komplexnich ¢isel C.

Ohledné znaceni — nulovy vektor se obycejné znaci o a opacny vektor k libovolnému

vektoru u jako —u.

Ptimo z definice vektorového prostoru plati pravidla pro pocitani s vektory, kterad

zname. To ndm umoziluje vyrknout nasledujici vétu.
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Véta o zakladnich pravidlech pocitani s vektory

M¢éjme vektorovy prostor V s libovolnymi vektory u, vz Vnad télesem R s

libovolnymi skalary s, t z R. Plati:

e t-(u—-v)=t-u—-t-v
* (t—s)'u=t-u-s-u

e t-u=0 = t=0Vu=o

t-(—u)=(-t) - u=—(t- u), specialné pak (-1) - u=-u

[1]

Pozn.: Ve vété jiz neznacime vektorové operace © a @, avsak korektné musime rozliSovat mezi

nasobenim/s¢itanim skalarti a vektort.
2.3.2 Soucet vektorii, nasobek vektoru realnym cislem

Ze sttedni Skoly také zndme operace jako scitani vektorti, odecitani vektorti (jakozto
pricteni opacnych vektortl) a nasobeni vektoru redlnym cislem. Tyto operace jsou
vlastn¢ praktickou aplikaci pfedchozi definice vektorového prostoru. Obrazek nize
nazorn¢ interpretuje tyto operace pro jednoduchost ve dvourozmérné kartézské
soufadné soustavé (analogicky by se postupovalo v trojrozmérném prostoru). Vse je
vysvétleno na ptikladu vektort sil Fy = (fi1; f12) a F2 = (f25; f22), které ptisobi na hmotny

bod A =[2; 1] na obrazku 3, maji tedy spole¢né plisobiste.

Skladani vektori ¢i vektorovy soucet oznacujeme téz jako superpozice vektori. Princip
superpozice formuloval v 17. stoleti I. Newton. Dodejme, ze je jakymsi nedokazatelnym
axiomem — vime, Ze v pfirod¢ tento princip funguje, neni v neshod¢ s pozorovanymi

jevy.
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Obr. 3: Operace s vektory — a) s¢itani vektori, b) odecitani vektori, c) nasobek vektori realnym ¢islem

Je vidét, ze vektory sil jsou vazany na hmotny bod A. Pro ziskani vyslednice sil F
(operace scitani, od¢itani vektort) se vSak jeden nahradi za volny vektor (viz
prerusované cary) a jeho pocatec¢ni bod se posune do koncového bodu druhého silového
vektoru. Nahrazeni tohoto vektoru vSak miize probéhnout za ptredpokladu, ze vSechny
sily maji spole¢né plsobisté (bod A)! Vyslednici je potom vektor s po¢ate¢nim bodem
A akoncovym bodem, ktery vznikl timto slozenim. V ramci tohoto pocitani se

jednoduse uplatiiuje doplnéni na rovnob&znik.

V redlu by tato situace odpovidala na ptiklad tomu, ze jsou na téleso piivazany provazy,
za které tahnou ve smérech téchto sil lidé silami o hodnotach |Fi| = F; a |F,| = F,
newtonl. Vysledkem bude, Ze se t¢leso bude pohybovat ve sméru vyslednice sil

znazornéné vektorem F = (f}; f;) — ekvivalentné lze fict, Ze té€leso bude vykonavat stejny
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pohyb, jako kdyby téleso tahl jeden ¢lovek silou F newtont ve sméru vyslednice sil F.
(Poznamenejme, Ze se téleso bude pohybovat, pokud je splnéna podminka, Ze

vyslednice danych sil je vétsi nez tihova sila plisobici na téleso.)

Podivdme-li se na soufadnicova vyjadfeni, zjistime, Ze obecné plati:

a) Fi+F,=F
(fi1; fi2) + (215 £22) = (f1; £2)
fi =1+ 1
=15+

b) Fi—F,=F+(-F;)=F
(fi1; f12) — (f21; £22) = (15 £2) + (215 —122) = (f1; 2)

f; =111
Hh=10H—1»

c) 2F1+2F;=(F1+F)+ (F2+ F;))=(F1+ F;) + (F1+ F,)=F+ F=2F
2(f11; f12) + 2(f21; f22) = (21115 212) + (21215 2622) = (2fy; 212)
211 + 26 = 2(f1; + £2)) = 21)
2y, + 26 = 2(Foy + F2) = 265

Grafické scitani matematickych ¢i volnych vektorti, které nemaji v prostoru zadny
spole¢ny bod, se dé¢je analogicky — bud’ mliizeme vSechny jejich pocatky posunout do
jednoho bodu a tento soubor vektort postupné redukovat pomoci uhlopticek z doplnéni
na rovnobézniky, nebo jednoduse postupné po jednom posunovat pocateéni bod
jednoho vektoru do koncového bodu jiného vektoru a tento proces opakovat tak dlouho,

dokud nedostaneme jeden vysledny vektor.

Nyni jsme si vysvétlili skladani (soucet, superpozici) vektorti. Co je ale klicové
k dalS§imu studiu této problematiky, je uvédomeéni ,,zpétného chodu* této operace, tedy

ze kazdy vektor lze také rozlozit do raznych slozek — vektora(!)

Pozn.: Pfipomenime, Ze pojem ,hmotny bod“ (HB) zavadime ve fyzice pro téleso, jehoz

rozméry nehraji roli (jsou zanedbatelné) vici jemu pohybu. Pii vyobrazeni v néjaké soutadné

2

zanedbavame jeho rozméry, je jasné, ze se hmotny bod nemutize otacet kolem vlastni osy.
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2.3.3 Vyjadreni vektoru v riznych souradnicovych systémech

Jak bylo naznaceno, soutradnicové vyjadieni néjakého vektoru zavisi na volbé
soutfadnicové soustavy. Tu tvoii soufadnicové osy protinajici se v pocatku, na kterych
jsou zadany jednotky. Pocet téchto os je v n-rozmérném prostoru 7, naSe piedstavivost

kon¢i u dimenze 3 (objasnéni nize).

Soufadnice néjakého bodu obecné¢ ziskdme rovnob&Znym promitanim do
soutradnicovych os. Soufadnice vektoru jsou pak dany rozdilem soutadnic dvou bodu,
mezi kterymi je vektor urCen. Nasledujici obrazek znazornuje vyjadieni téhoz vektoru
sily F=B—A putsobici na hmotny bod znazornény bodem A ve 4 rlznych
soutfadnicovych systémech pro jednoduchost v roving (2D). Rovnobézné promitani je

znazorn€no pierusovanou carou.

a) ;‘ A( {f" i ;’ J/J I'f / b
f y/ ;'! ;{ f’( f:’ ;{' ;f f v
175 fj /f{ f/A,;,{ f ff J{' ;r

SSEL 38NN ,

/ W R ss] [ 1 _TJA
f/e"/ﬁf"/!;ﬁ '

o7 1 ’ ] .
Sy SEFEN, Nz

] ff:;r/ ff 5/ / ,&,r/ 1R |

[9 ] ;&' il | ’ 5
.‘! !f’ If) Yo £ .‘f !ri ;’f ! (; B i B
F:Kﬁ: B-A=(-1,625; -1) [N] ™

c)
=
ss] |1 [ :A
D LA
5 0| L !
B
1 ; '
| 1
ol 1 ; X"
l.% 3.5
—_—
F=AB=B-A=(2;-2) [N] F=AB=B-A=(3; 0)[N]

Obr. 4: Vyjadreni téhoZ vektoru v a) obecné souf. s., b) ortogonalni souf. s., ¢) ortonormalni souf. s., d)
ortonormalni spojené s hmotnym bodem
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Pozn.: V ortogonalni soustavé jsou na sebe osy kolmé, v ortonormalni maji navic stejné

jednotky.

Ve fyzice si pfi feSeni uloh vedoucich na silové diagramy (zjednodusené zndzornéni
pusobicich sil na téleso) ¢asto volime ortonormalni souradnou soustavu s osami X a y

tak, aby se feSeni optimalizovalo. Na obrazku 4 je tomu tak o¢ividné v piipad¢ d).

Velmi vyhodné je v ramci vektorového poctu pracovat také s tzv. bazi dané¢ho prostoru,
kterou tvoii vektory e; ve sméru soufadnicovych os a s danou velikosti (ve fyzikalni
soustavé 1 s jednotkou). Tuto bazi oznaCujeme (eq, €, ..., €,). Na obrazku 5 jsou

znazornéna 3 ta sama vyjadfeni pro zménu vektoru rychlosti pomoci zadané baze.

Definice baze vektorového prostoru [1]

Necht' je dan né&jaky vektorovy prostor V nad télesem T. Rekneme, e kone&na

posloupnost vektorti uy, ..., u, z V je baze vektorového prostoru pokud:

1. vektory uy, ..., u, jsou linedrné nezévislé

2. vektory uy, ..., u, generuji vektorovy prostor V

[1]

Generovani podprostoru prakticky znamena, Ze kazdy dalS$i vektor uy+ daného
vektorového prostoru dimenze n lze vyjadiit pomoci souctu nasobkd n bazovych

vektorti (jejich linearni kombinaci (viz nize)).
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Obr. 5: Vyjadieni vektoru rychlosti v pomoci bazovych vektori

Pozn.: Soufadnice bodu znacime v hranatych zavorkach, soufadnice vektoru (orientované

usecky) znacime v kulatych zavorkach. Pfitom plati:
v=ABE=B-A->B=A+v
V souradnicich piSeme:
V = [by;by; s bnl — [ag; az; o5 an] = (by — ay; by — ag; 5 by — ay)
A déle pro vyjadieni bodu z prvni rovnice v soufadnicich:

B =[ay; ay;..;an] + (by —ag; by —ay; ..;by —ay) =
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=[ay + (b1 —ay);ay + (b, — ay); ...; ay + (b, — ay)] = [by; by; ... byl

Navic predpokladame-li ortonormalni souradnou soustavu, pak je obecné velikost lib.

vektoru, tedy velikost usecky z Pythagorovy véty:

V] = V12 + 02+ 41,2 = /(by — a1)? + (by — ay)%+... +(b,, — a,)?

Y

!
S
A 4

q
Uy / Uxy |7

Obr. 6: Velikost vektoru u ve 3D prostoru

Na obr. 6 zna¢ime kolmy primét vektoru u do roviny danou osami x a y jako uyy. Plati:

’ 2
|u| = uxyz + Uz® = \/(\/ u12 + UZZ) + U32 = \/ulz + uzz + U32

2.3.4 Linearni kombinace vektoru

Z ptedchoziho ptikladu vidime, Ze vektor v lze vyjadiit sloZzenim (souctem) néjakych
nasobkl vektord, které lezi ve sméru soufadnicovych os (bazovych vektoril). Ba co
vice, soufadnice tohoto vektoru jsou urCeny praveé témito koeficienty (ndsobky)
bazovych vektorti. Kdyz lze n¢jaky vektor vyjadfit pomoci slozeni nasobkl jinych
vektord, fikdme, Ze tento vektor je jejich linedrnich kombinaci (viz ndzorn¢ ptipad b) na

obrazku 5).
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Definice linearni kombinace vektoru

Necht’ je dan n¢jaky vektorovy prostor V nad télesem T a necht je dana né&jaka
kone¢na posloupnost vektort uy, ..., ux z V. Pokud najdeme Cisla a;, ..., ax z T, z

nichz alespoii jedno je rGizné od nuly, tak, Ze:

al .u1+. . '+ak'uk:O,
pak fikdme, ze vektory uy, ..., uk jsou linearn¢ zavislé. V opacném piipad¢ fikame,
ze vektory uy, ..., uk jsou linearn¢ nezavislé.

[1]

Je vidét, ze kazdy vektor v roving, tedy prostoru dimenze n = 2, miizeme vyjadfit jako
linedrni kombinaci 2 vektorl, které ovSem nemaji stejny nebo opacny smér. Soubor
takovych vektorii nazyvame linearné zavisly. Rozsitime-li tuto soustavu o dalsi dimenzi
(dalsi osu) zjistime, Ze bazovy vektor nalezici této ose nelze vyjadiit pomoci né¢jaké
linearni kombinace dvou predchozich vektord. Soubor téchto tifi vektord nazyvame

linearn¢ nezavisly.

Definice linearni zavislosti a nezavislosti vektora

Necht' je dan néjaky vektorovy prostor V nad télesem T, dale je déna kone¢na

posloupnost vektorti uy, ..., ux € V aay, ...,ax € T. Pak vektor:
u:al .u1+. . .+ak.uk

nazyvame linearni kombinaci vektort uy, ..., uy .

[1]

Z definice je patrné, ze pokud je v souboru vektord wuy, ..., uk alespon jeden vektor

nulovy, pak je tento soubor vektora linearné zavisly.

Nasledujici obrazek znazoriiuje soubor linedrné zavislych a nezavislych vektord

Vv rovine.
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Obr. 7: Soubor linearné nezavislych (a) a linearné zavislych (b) vektort v roviné

Z ptipadu a) je vidét, ze nulovy vektor ziskame z danych dvou (nenulovych) vektort u
avjedingé tak, ze bychom secetli jejich nulové nasobky. To znamend, ze zadny
koeficient by nebyl rizny od nuly, podle definice je tedy tento soubor vektort linearné
nezavisly. Naopak v pfipad¢ b) vidime, Ze nulovy vektor z vektorti u, v a z ziskadme
jejich pouhym sectenim, jejich koeficienty by tedy byly rovny 1, z definice jsou tedy

tyto vektory linearn€ zavislé.

Nyni ziskdvame odpoved’ na to, pro¢ nedokdzeme znazornit soustavu vyssi dimenze nez
3. Zjistili jsme, ze bazi tvofi v n-rozmérném prostoru n linedrné nezavislych vektort.
Pro nejvyhodnéjsi poc€itani byla zavedena ortogonalni (nebo ortonormalni) baze déana
kolmymi sméry bazovych vektorti. Pro prostory dimenze n = 0 by bazi tvofil trividlni
(nulovy) bazovy vektor (bod), n = 1 jeden vektor, n = 2 dva kolmé vektory, n = 3 tii
kolmé vektory, n = 4 ¢tyfi kolmé vektory atd. A zde je jadro naseho problému — 4 na
sebe kolmé vektory (potazmo obecnéji linearné nezavislé vektory) si zkratka

nedovedeme piedstavit.

Poznamenejme, Ze ona kolmost bazovych vektort je induktivné dana tak, ze n-ty
bazovy vektor je kolmy na podprostor, ktery generoval systém ptedchozich (n — 1)
bazovych vektorti. Dohromady tvoii systém n kolmych vektori; fikame, Ze tento n-ty
vektor lezi v kolmém doplitku (zde piimce) prostoru generovaného piedchozimi (n — 1)

vektory.
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Konkrétné: prostor dimenze n = 0 (bod) je trivialni generovan nulovym béazovym
vektorem; bazovy vektor prostoru dimenze n = 1 (pfimka) je kolmy na (trivialni)
bazovy vektor generujici prostor dimenze n = 0; bazovy vektor prostoru dimenze n =2
(rovina) je kolmy na ptedchozi bazovy vektor, ktery generoval podprostor dimenze 1
(rovina), kazdy bazovy vektor prostoru dimenze n = 3 (3D prostor) je kolmy na oba dva
ostatni bazové vektory, které generovaly podprostor dimenze 2, kazdy bazovy vektor
dimenze n = 4 (4D prostor) je kolmy na ostatni 3 bazové vektory, které generovaly
podprostor dimenze 3 atd. Vice v nasledujici podkapitole. Tento obsirné vysvétleny fakt

je plodnou ptidou pro pochopeni vektorového soucinu v obecné dimenzi.

Pro pochopeni kolmych dopliki:

M¢jme prostor dimenze » a v ném podprostor dimenze k. Pro kolmy doplnék tohoto
podprostoru dimenze k plati, Ze jej generuje n — k vektori, které jsou kolmé k
tomuto prostoru dimenze k (ke vSem bazovym vektorim, které generuji podprostor
dimenze k). Pro doplikové (komplementarni) podprostory plati, Ze soucet jejich
dimenzi dava dimenzi celého prostoru n. Napft. v roviné mohou byt komplementarnimi
prostory 2 kolmé pifimky (nebo trividlni nulovy vektor a celd rovina), v prostoru

dimenze 3 pak kromé trividlniho ptipadu pak rovina a k ni kolma ptimka a naopak.

2.3.5 Skalarni soucin

Krom¢ predeslych operaci s vektory miizeme nadefinovat i tzv. skalarni soucin vektort.
Jak uvidime, vysledkem tohoto soucinu je skalar, tedy pouhé Cislo. Ackoliv jde opét jen
o definici, implicitné vlastné vytvaiime mocny nastroj, ktery vektorim pfifadi

velikost(!)[2]

V prvni kapitole jsme se sezndmili s vektory jako orientovanymi useckami. Chceme-li
urcit velikost vektoru u = |u| = ||ul|, pfirozené¢ pozadujeme, aby funkce ,,|| ||’ spliiovala
nekteré vlastnosti, na které jsme zvykli (napt. ze velikost vektoru musi byt kladné
¢islo). Na zékladé téchto vlastnosti se definuje obecny pojem tzv. vektorové normy

(velikosti).
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Nyni si troSicku vysokoskolsky ,,zadefinujeme®. Opét se neni Ceho bat, jedna se
vétSinou o zpfehlednéni, uceleni a zobecnéni poznatkil, se kterymi jsme se setkali na

v

SS.

Definice normy (velikosti) vektoru

Mgjme né&jaky vektorovy prostor V nad t&lesem skalarii R. Rekneme, Ze zobrazeni ||

Il: V— R je vektorovou normou, pokud pro Yu, v € V a V't € R plati:

l. |lul[=0,[lu]l =0 & u=0... pozitivni definitnost
2. |ltu]l = |t| - [Ju]| ... homogenita

3. [lu+v| <[]l +||v] ... trojihelnikové nerovnost

[15]
Pozn.: Rovnost ptipadu ,,3* plati, pokud jsou vektory linearn¢ zavislé.

Nase oblibend a bytostné znamd norma je norma eukleidovskd, kde pro vektor

u = (uy, u, ..., u,) v ortonormalnim souradném systému plati:

Tato norma jako dasledek Pythagorovy véty urcuje vzdalenost dvou bodii, mezi kterymi

je vektor u ur¢en (viz obr. 6). Snadno se pfesvéd¢ime, Ze spliiuje axiomy 1-3.
Pozn.: Existuji i jiné vektorové normy, napi. norma maximalni, dana jako

u =  max |[u;
lullo = , max Jug

¢i norma souctova, podle které je velikost vektoru definovana takto:

n
lullz = ) ul
i=1
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Na zédklad¢ normy muzeme také méfit vzdalenosti dvou bodl v prostoru. Nasledujici
definice opét pojem vzdalenosti zobectiuje pro obecny vektorovy prostor jako jeho

metriku.

Definice metriky vektorového prostoru

Méjme né&jaky vektorovy prostor V nad télesem skalari R. Rekneme, Ze zobrazeni
p(u,v): VXV - R je metrikou vektorového prostoru, pokud pro Vu, v, w €

V plati:

1. p(u,v) >0,p(u,v) =0 & u=v...pozitivni definitnost
2. p(u,v) =p(v,u) ... homogenita

3. p(u,w) < p(u,v) + p(v,w) ... trojihelnikova nerovnost
[15]

Kazda norma, kterou jsme si definovali vyse, indukuje metriku (vzdalenost dvou bodi)
jako redlnou funkci p(u,v) = [|lu —v||. D&je se tak tedy elegantnim a ndm jiZ zndmym

zpusobem pomoci rozdilu dvou vektort (srovnej s kapitolou 2.3.2).
Definice skalarniho soucinu
Naésledujici odstavec je uveden ve zdroji [2], s.48.

Na stfedni skole jsme si definovali standardni (eukleidovsky) skalarni soucin (ozn e)
vektord u = (u;, uy,..., uy), v= (v5, vs..., v,) jako pfitazeni skaladru témto vektorim

nasledujicim zptisobem:
— — n
uev=uv; +uywy + ... +uv, =Y, wiv;

Pozn.: Pojem ,,standardni (eukleidovsky) skalarni sou¢in“ ma své opodstatnéni — existuji totiz
ijiné druhy skalarnich soucind, o kterych se zde nezminujeme. Vysokoskolska definice pojem

skalarni soucin zobeciuje.
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Toto pfifazeni ma nasledujici vlastnosti, které definuji obecny skalarni soucin
v obecném vektorovém prostoru. Takto se plynule dostdvame k vysokoskolské definici

skalarniho souéinu.

Ve vektorovém prostoru V = R" (nad télesem R) definujme zobrazeni «: VX V - R.
Toto zobrazeni nazveme skalarnim soucinem, pokud pro vSechny vektory

u,v,w € Vat,s € R spliluje nésledujici axiomy:

(1) uev = veu ... symetrie (komutativita)
(2) (u+ v)ew = uew + vew ... aditivita
(3) (t-u)ev =t- (uev) ... homogenita

(4) usu = OAueu = 0 © u =0 ... pozitivni definitnost

Skalarni sou¢in dvou vektortt miizeme znacit jako (u, v).
Definice velikosti vektoru pomoci skalarniho soucinu

Vlastnosti (1)-(3) jsou axiomy tzv. bilinearity. Ze ctvrté vlastnosti se da velmi hezky
nadefinovat velikost (eukleidovska norma) libovolného vektoru z V znacena ,,|| ||” nebo

»| | jako realné ¢islo:

u=[uf = luf| = Vueu

Vektor s velikosti [|u|| = 1 nazyvame jednotkovy vektor. Také zapis ueu zkracujeme

. 2 ’ 3 N w P2 2 2
jako u” — dosadime-li do normy, zfejmé¢ plati u” = |ju||” =u".

Pozn.: Po dosazeni standardniho skalarniho soucinu do definované normy obecného skalarniho

soucinu vidime, Ze odpovida normé eukleidovské.

Normovany nenulovy vektor libovolného nenulového vektoru u je vektor téhoz sméru,
jehoZz velikost je rovna 1. Oznaéime-li jednotkovy vektor piislusny vektoru u jako wuy,

potom vektor u miizeme pomoci ptedchoziho vzorce zapsat ekvivalentn¢ jako:
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u = ug|full,

odkud pak jednoduse pro jednotkovy vektor uy a jeho soutadnice:

u 1 ( ) (ul U, un>
Uy = —— = —— (U Up; .5 Uy) = ;
lull - fla = =" lall” fall” ™ flull

Déle se vratme zpatky ke skaldrnimu soucinu. Piimo z jeho definujicich vlastnosti

plyne Cauchyova—Schwartzova nerovnost, na zakladé¢ niz se definuje odchylka vektora.

Véta — Cauchyova—Schwartzova nerovnost

Pro velikost jakéhokoliv skalarniho soucinu vektorti u a v € V plati:
[uev| < [[ull - [lv]l,

pfitom rovnost nastava pravé tehdy, jsou-li vektory linedrné zavislé.

Odstranime-li u skalarniho souc¢inu absolutni hodnotu, tim spiSe bude nerovnost platit.

Za predpokladu, Ze jsou oba vektory nenulové, pak malou Upravou dostavame:

uev —(uev)

—— < 1IA—F2>-1
llull - vl llull - [lvll

Podil tedy nabyva spojité hodnot (—1,1), coz je zaroven obor hodnot funkce sinus na

¢

. T 31 . . s 1 v vre Vv
intervalu (=,—) nebo kosinus na intervalu (0,7). Vidime, ze ,pfijemné&jsi‘
2’ 2

korespondence nastava u funkce kosinus.

Na zakladé€ tohoto vztahu se definuje odchylka dvou nenulovych vektort.
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Definice odchylky dvou vektori

Pro kazdé dva nenulové vektory wu, v z vektorového prostoru V definujeme jejich
odchylku jako konvexni uhel:
uev

<(u,v) = arccos —————

llull - [lvll

Z defini¢niho oboru, oboru hodnot a pribchu (vlastnosti) funkce kosinus a predchozi
definice plyne, ze vektory sviraji tthel 90° (tj. jsou kolmé (ortogondlni)) prave tehdy, je-
li skalarni sou¢in roven nule. A dale, jak jsme jiz poznamenali z Cauchyovy—
Schwartzovy nerovnosti, vektory sviraji 0° ¢i 180°, jsou-li linearné zavislé. Na zakladé

tohoto poznatku piejdeme k dalsi definici.

Definice ortogonalnich a ortonormalnich vektori

M¢jme danou néjakou posloupnost vektorti uy, uz, ..., ux v né¢jakém vektorovém
prostoru. Rekneme, Ze tato posloupnost vektori je ortogonalni, pokud skalarni

soucin kazdych dvou rtiznych vektori této posloupnosti je nula, tedy:
u,--u]- = 0,1?6‘], 1= 1,2, ...,kaj: 1,2, ,k

Pokud je navic velikost kazdého vektoru tohoto souboru vektort rovna jedné, potom

se tato posloupnost vektorti nazyva ortonormalni.

Uvazujme nyni skaldrni soucin vektoru e; zortonormalni posloupnosti vektorti

samotného se sebou. Pro takovy vektor navic plati:
€;*e; = 1

Je znamo, ze matematikové a fyzikové si radi zapisy zkracuji — skalarni soucin dvou

vektorl e; a e; z ortonormalni posloupnosti vektorli miZzeme jednoduSe zapsat pomoci
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tzv. Kroneckerova symbolu 6;; = e;*e; (t¢z Kroneckerovo delta), ktery je definovan

takto:

s _{O,pokudi *]J
Y7 | 1,pokudi = j

Intuitivné chapeme (a da se i dokazat), ze v kazdém konecné¢ rozmérném vektorovém
prostoru lze najit ortogonalni (kolmou) bazi. Stejné tak chapeme, ze kazda ortogondlni
posloupnost je linearn€ nezavisla. Jak jsme ptedeslali na konci kapitoly 2.3.4, naSe

piedstavivost ortonormalni posloupnosti vektort (baze) kon¢i u dimenze 4.

Jiz n¢kolikrat jsme vySe pouzili piivlastek ,.eukleidovsky®, aniz bychom tento pojem
blize objasnili. Je dobré tento jej vysvétlit pomoci eukleidovské geometrie — jedna se
Kouzlo eukleidovské geometrie (Eukleidés, pielom 4. a 3. stoleti pf. n. 1) spociva
v tom, Ze je celd zaloZena na pouhych 5 postulatech, ze kterych se pak dokazuji stovky
vét. Svoje poznatky shrnuje v knize Zdklady (Elementa). A abychom neuzili jen kouzla
této geometrie, ale 1 kouzel CeStiny z roku 1907, z piekladu Fr. Servita ,,Eukleidovy

Zaklady* (str. 2) [9] si dovoluji citovat zminéné postulaty:

L. ., Budiz ukolem od kteréhokoliv bodu ke kterémukoliv vésti primku. “ (Dvéma
body lze vést jedinou tsecku.)

II. A primku omezenou nepretrzité rovné prodlouziti.“ (Usetku lze na kazdé
strané neomezené prodlouzit.)

I1I. A z jakéhokoli stredu a jakymkoli polomérem narysovati kruh. “ (Kazdému
bodu lze opsat kruznici s danym polomérem.)

IV. 4 Ze vSechny pravé uhly sobé rovny jsou.” (VSechny pravé thly jsou
shodné.)

V. A kdyz primka protinajic dve primky tvori na téze stranée vnitrni (prilehlé)
uhly mensi dvou pravych, ty dve primky prodlouzeny jsouce do nekonecna ze
se sbihaji na té strané, kde jsou tihly mensi dvou pravych. * (Dvé riznob&zky
se protinaji na té strané, kde jsou pfilehl¢ vnitini Ghly pficky téchto

riznobézek mensi nez dva pravé thly (180°).)
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Pozn.: Pojmem ,,pfimka“ v textu vySe se oznacoval geometricky utvar, ktery bychom dnes

nazvali use¢kou.

Z téchto postulati plyne mimo jiné také kosinova véta vyjadiujici vztah mezi tthlem a
stranami v obecném trojihelniku. My udélejme jednu malou modifikaci — nahradime

strany trojuhelniku vektory, pro jejich tedy velikost bude platit ||c|| = ¢ apod.:

A

Obr. 8: K odvozeni vztahu mezi odchylkou vektori a skalarnim sou¢inem

Pti standardnim znaceni (viz obr. 8) plati:
c? = a2 + b% — 2abcosy

A zarovei pro vektory plati ¢ = a —b. Umocnime-li skalarné tento vztah skalarné, pak

z vlastnosti skalarniho soucinu a jeho normy plyne:

cecc=(a—b)e(a—Db)
c? = a? + b?—-2asb
c? = a% +b?% —2aeb

A porovname-li 3. tvar s kosinovou vétou, pak vyplyva, ze:
aeb = abcosy

Jeho geometricky vyznam plyne z definice funkce kosinus, tvar acosy znaci kolmy

primét vektoru a do vektoru b a bcosy zase kolmy primét vektoru b do vektoru a.
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acosy

Obr. 9: Geometricky vyznam skalarniho sou¢inu

Vidime, Ze prumét je nulovy, pokud jsou vektory ortogondlni, a maximalni, pokud jsou
vektory linearné zavislé (tj. lezi na jedné piimce). Skalarni soucin tedy urcuje velikost
plochy dané pravothelnikem o stran¢ a a bcosy, ekvivalentné o strané b a acosy. Tento
obsah bude nejvétsi, pokud budou vektory a a b linedrné zavislé, nulovy pak, jestlize
vektory budou na sebe kolmé. Tuto skutenost vyuzivame ve fyzice napf. pro praci (viz

fyzikalni aplikace skalarniho soucinu).

Odvozeny vztah vyse je vlastn¢ jinak zapsana definice pro odchylku dvou vektort. Zde

vidime, Ze kosinova véta i s jejimi disledky plati v obecném eukleidovském prostoru.
ZjednoduSena definice eukleidovského prostoru

Tedy jednoduse feceno, eukleidovsky prostor je takovy prostor, ve kterém je definovano
s¢itani bodl a vektort. Pfitom vektory jsou prvky z néjakého vektorového prostoru, ve

kterém je definovan skalarni soucin.

Jak jsme uvedli vyse, z Eukleidovych postulatl se odvozuji fady a fady geometrickych
vét, se kterymi se seznamuje jiz na ZS. Ackoliv v Zakladech neni pojem obsahu piesné
uréen, pro nase ucely bude urCujici poznatek, Ze rovnobézniky (ve 3D pak
rovnobéznostény) maji stejny obsah (objem), pokud maji stejnou zakladnu a vysku. Pro
jejich urceni je tedy tfeba znat kolmé priméty do kolmych dopliik prostort (viz

komentat v zavéru kapitoly 2.3.4). [2]
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Nasledujici definice pojem obsah zobecnuje pro rizné objekty souhrnné jako n-
rozmérny objem. Obsah je tedy specidlnim pifipadem objemu dvojrozmérného Utvaru,

délka pak jednorozmérného.

Definice objemu obecného rovnobézZnosténu

Objem ¥V(vy, va, ..., vp) konecného rovnobéznosténu uréeného (linedrné nezavislymi)
vektory vy, va, ..., vp je nezaporné realné Cislo, pro které plati:
V(vy) = [Iv4ll

V (v, v2) = V(vq, W2) = [[val] - [|wl|
V(v1,V2,V3) = V(Vy, V2, W3) =V (vy,V2) - [[wsl]
Obecné:
V(vy, Vg, o, V) =V (V1 Vo, e, Va1, W) = V(Vq, Vo, o, V1) = [ Wall

Vektory w; znaci kolmé priméty do kolmych doplitkti podprostori, které generoval

systém piedchozich vektort v;.

2]

Konkrétn¢ tedy vektor w, je kolmy primét do kolmého dopliku vektoru vy, tzn.
prostoru vSech linedrnich kombinaci vektoru vy, zna¢ime [v4]*, vektor ws je kolmym
pramétem do kolmého dopliku podprostoru, ktery je dan vSemi linedrnimi

kombinacemi vektorii vy a v,, zn. [vy, V5 ]+ = [vy, w, ]+ apod.

Také je vidét, Ze objem n-rozmérného rovnobéznosténu je dan jako V(vq, vy,..,v,) =

= llvall - llwall - oo (Wil

Dalsi fadky prozradi, jak je mozno najit onen kolmy doplnék v dimenzi 2 a 3.
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Princip Grammova—Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu

Predstavme si, dva linearné nezavislé vektory, které nejsou ortogonalni. Mame ukol je

vV o

ortogonalnimi ucinit. Nejjednodussi zptsob je laicky feCeno jeden vektor k druhému

,,nakolmit®.
1
v ]
_’T - N
“72
Vs,
‘\"1
Obr. 10: Ke G-S OG procesu dvou vektori v roviné

Vidime, ze kolmy doplnék je ptimkou.

Vektor w, miizeme oc¢ividné zkonstruovat tak, ze k vektoru v, pficteme néjakou linearni

kombinaci vektoru vy, tj.:

A protoZze jsou vektory w; a vi kolmé, potom je jejich skalarni soucin roven nule:

Skalarnim vynasobenim prvni rovnice vektorem vy a dosazenim miizeme ziskat tento

koeficient linearni kombinace a:
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Nam vSak posta¢i myslenka, ze pro ,nakolmeni vektoru k jinému staci, kdyz
k vektoru, ktery chceme ortogonalizovat, pficteme néjaky nasobek vektoru, ke kterému

ma byt prvni vektor kolmy.
V tomto piipad¢ vidime, ze pro velikost kolmého pramétu w, plati:
w2l = |lv;llsiny,
a tedy pro obsah rovnobézniku daného vektory vy a v, (na obr. 10 vektory a, b):

V(vy, v2) = [lvall - Iwz ]l = llvall - [lvzllsiny

Obr. 11: Obsah rovnobéznika urceného vektory a, b

Podobné by se postupovalo u 3D prostoru:

IER

Obr. 12: Ke G-S OG procesu tfi vektori v prostoru
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V tomto piipad¢ bychom pficitali k vektoru v3 n¢jakou linearni kombinaci vektorti w, a
vi1. Déle bychom postupovali analogicky jako v pfedchozim ptipadé pomoci nulového

skalarniho souc¢inu kolmych vektorti wis vi a w3 s wy.
2.3.6 Soustavy linearnich rovnic

Abychom mohli pfistoupit k definici tolik ocekdvaného vektorového soucinu,
neobejdeme se bez zavedeni pojmu determinant a matice. Nasledujici fadky odboci do
soustav linearnich rovnic, se kterymi jsme se setkali na stfedni Skole. Vzéapéti vSak
zjistime, Ze ono odboceni s tématem piece jen néjak souvisi — jak je napsano na zacatku
kapitoly, zésluhou R. Dedekinda a G. Cantora si od konce 19. stoleti mizeme
pfedstavovat osu Ccili pfimku redlnych cisel, a tak propojit geometrii v kartézské
soufadné soustavé se soustavami linedrnich rovnic. To ve vysledku znamena, Ze
dokazeme graficky zndzornit feSeni soustav linearnich rovnic, potazmo tedy pracovat

s parametrickymi vyjadfenimi pfimek, rovin a dalSich prostorti — a tedy s vektory.

Nyni na konkrétnich piikladech soustav linedrnich rovnic nezndmych zoboru R
pozorujme jejich vlastnosti feSeni. Zakladem tspéchu je setadit si pfislusné neznamé
pod sebe. Ty jsou znaceny jako Xi, Xa, ..., X, s konkrétnimi koeficienty a;;, kde index i
znaci Cislo fadku a j znaci Cislo sloupce v takto uspofddaném systému soustav linearnich
rovnic (je tedy jasné, Ze ¢isla i, j mohou nabyvat jen piirozenych hodnot). Cisla d;, ds,
..., di znaci absolutni ¢leny (opét index k je prirozeny). Tedy a;;, d; € R. Uv€édomme si,
ze feSenim soustav rovnic vlastné¢ hleddme prunik podprostort, které jsou dany

ptislusnymi rovnicemi. Predpokladejme, ze dimenze prostoru, ve kterém soustavy

rovnic fes$ime, je n, tedy ¢islo dané poctem proménnych (nezndmych).
Soustava dvou rovnic o dvou neznamych

(1) a;1x +ay =dy
(2) az1x + axy =d,

Gaussovou metodou eliminace (tedy takovymi Upravami a linedrnimi kombinacemi

rovnic, které rovnice eliminuji na jednu proménnou, pokud to 1ze) vyjadiime nezndmé x
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a y. Linearni kombinaci tadk piSeme za lomitko, kde Cislo v zavorce znaci Cislo

rovnice.

a1X + apy =dy/ Az — agp - (2)

ar x+a,,y=d,/-a,, —a,, - (1)

(a11022 — A12021)X = Azpdy — Aq2d,

(a,1a5, —a4,05,)y = a,,d, — a,,d,

Pro neznamé x a y tedy plati:

_ Ad; —agpd;
(a11a2; — a12021)
ay1d; — Ay1d,

(a11022 — a12a71)

Vidime, zZe feSeni bude mit smysl tehdy, pokud jmenovatel nebude roven nule, tedy:

A1 , Q12

A1103; F Q120217 S — F —

az1  Az2
Coz je ve skuteCnosti pomér koeficienti proménnych — pokud by byly hodnoty
absolutnich ¢lenti rovny nule, tato podminka znamend, ze by rovnice (1) byla nasobkem

rovnice (2), tedy Ze by byly rovnice linearné zavislé.

Protoze jsme vSak upravami feSili rovnice s parametrem, je na misté vysetfit i pfipad,
kdyby byl jmenovatel roven nule. Potom ze vztahli neupravenych na podil vyplyva, ze
levé strany rovnic se budou rovnat nule a pravé strany zavisi na rozdilu nasobkl
absolutnich ¢lenl pfisluSnymi koeficienty. Pokud by pravé strany rovnic vyhovovaly
nule, tedy pro pfipad, Ze by rovnice vcetné absolutnich ¢lenti byly linearné zavislé,
bychom si za neznamou y zvolili redlny parametr. Mnozina feSeni by tedy vyplnila
ptimku, bylo by jich nekonecné mnoho. OvSem kdyby pravé strany byly rizné od nuly,
soustava rovnic by neméla feSeni (priinikem prostort danych rovnicemi by byla prazdna

mnozina).
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V piekladu to tedy znamend, ze pokud uréeny jmenovatel bude riizny od nuly, soustava
rovnic bude mit pravé jedno teSeni (v fe€i priniku prostori (zde piimek) danych

rovnicemi je feSenim bod).

Soustava tfi rovnic o tfech neznamych

(1) a;1x + ag,y + a3z = dy
(2) azix + azyy + az3z = d,

(3) az1x + az,y +az;z =d;

Opét upravujme Gaussovou eliminaci, tentokrat na schodovity tvar (tj. takovy tvar, kdy
kazdy nizsi fadek soustavy rovnic ma eliminovano vice proménnych nez fadek vyssi).

Inspirujme se predchozim tvarem.

di — a;y — a432

a11x + alzy + a13Z = d1 - X = a
11

ay1X + ayy + ay3Z = dz/ A1 —dz1° (1)

Az X+ a3y +asz3z2=dy/-a,; —az; - (1)

a;1x + apy + a3z = dy

(a11032 — A12051)Y + (A11033 — A21043)Z = Ag1d; — Ap1d,

(a1103, — A3,a,5)V + (A33041 — A3,043)Z = a4, d3 — aq,d,

Pro ptehlednost zaved’'me nové znaceni koeficienti:

(a11a22 — A12031) = kyy
(a11a23 — Az1043) = ky;
(a11a3; — az1a43) = kaq

(azzaqq — azq1a43) = ky;

Z ptedchoziho pfipadu vime, jak vypocitat neznamé y a z:

_ kyy(ay1d; — azidy) — kyp(ay,ds — az dy)
(k11kaz — ki2kay)
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;= ki1(ai1ds — azidy) — ky1(agd; — azgd,)
(k11koz — ki2ka1)

Po roznasobeni pro jmenovatel ziskavame:

(a11G22 — A12021)(A33a11 — A31043) — (A11023 — A21013)(A11A3; — A31043) =
_ 2
= Q91703033 T+ Q12071013031 + Q11023031012 + A11021Q13032 — A11022031013 T
+(—aq10,205,033) — Q11203037 — Q12021013031 =
11412021033 11 Q23037 12021013037

= ay1[a11(a2a33 — A3a32) + a12(Az3031 — A21033) + A13(A21a03; — A22031)]

Pro citatele u y:

(azzaq; — az1a43)(ag1d, — ap1dy) — (ag1a53 — az1043)(a11ds — azd;) =
_ 2
= aq1°0a33d; + a31013021d1 + A11A23031dy + Az1043011d3 — A33a1,051d; +

2 _
+(—a31a,3a11d3) — a11°az3d; — az1a43a3,d; = a4l

Analogicky by se dal pro Citatele u x vytknout koeficient a,;, tedy ve vysledku pro

jmenovatele plati:

ay1(az2033 — Ap303;) + a12(A3031 — Az1A33) + 13(A2103; — Az2A31)

Aby soustava rovnic méla pravé jedno feSeni, opét je tieba, aby byl jmenovatel rizny od

nuly.

v

Toto pocitani by se dalo rozsitit pro obecnou soustavu n rovnic o n neznamych, vidime
ale, Zze pro prostor dimenze 3 je pocitani velmi pracné. I kdyz existuji metody urceni
tohoto jmenovatele pro véEtsi soustavy linedrnich rovnic, nebudeme se zde o nich

zminovat, protoze k naSemu ucelu postaci sledovani soustav 2 a 3 lin. rovnic.

Podivdme-li se na jednotlivé fadky soustav rovnic blize, zjistime, Ze jejich pravé strany
je mozné zapsat pomoci skaldrniho soucinu — skute¢né, pro soustavu 3 lin. rovnic o 3

neznamych plati:

a1 X + a2y + a3z = (a110412043)* (%, y, 2)

Ay1X + A2Y + Ap3Z = (A31052053) (X, Y, 2)
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a31X + a3y + az3z = (a3103,033) (X, Y, 2)

Koeficienty a nezndmé tedy tvoti v feci vektori jejich slozky(!)
2.3.7 Kratka prohlidka matic

Vsimnéme si, ze veskeré predchozi pocitani se tykalo pouze koeficienti a absolutnich
¢lenti — s proménnymi jsme v zasad¢ vitbec nic ned¢€lali. Proto se daji soustavy rovnic
uspofadat do prehlednéjSich utvarh zvanych matice. Jeji fadky jsou tvofené
jednotlivymi koeficienty proménnych, matice n soustav rovnic o n neznamych by

potom vypadala nasledovné:

a1t Qip|dq

Ap1  *° Qpn dn
Tato matice se nazyva rozSifena matice soustavy linedrnich rovnic.

U soustav linearnich rovnic jsme komentovali pfipady, kdy tato soustava rovnic ma
pravé jedno, zadné nebo nekonec¢né mnoho feseni. Pro toto zjisténi miizeme postupovat
tak, ze nejprve zjistime, zda jsou levé strany rovnic linedrné zavislé, a potom se divame
na absolutni ¢leny. V fec¢i matematiky tedy nejprve feSime zhomogenizovanou soustavu
rovnic, tj. pfipad, kdy vSechny absolutni ¢leny jsou rovny nule. Kazda ekvivalentni
uprava ¢i linedrni kombinace tedy nebude mit vliv na pravé strany rovnic. Tato matice

ma tedy tvar:
f T Gn
n1  *** Qnpn
Pro nés konkrétni ptipad soustav 3 LR o 3 neznamych tedy:

a1 A2 Qg3
a1 dzz QAps
a3; dszz dszg
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Pokud jsou nékteré tfadky matice linearné zavislé, pak vhodnou linedrni kombinaci

muzeme tyto fadky vynulovat. Tvar matice tedy ptejde ze ¢tvercového na obdélnikovy.
A1t Qan
Am1 " Qmn

Takovou matici nazyvame matici typu m/n.

Definice matice

Matici A nad Cciselnym télesem T sprvky a; € T nazveme zobrazeni
fi{l,2,...myx{1,2,...,n} — T, kde f((i,))) = a;.
[3]

Index i znaci fadkovy aj sloupcovy index, i=1,2, ..., maj=1,2, ..., n.

Pro upravu jednotlivych fadki matice plati totéz, co pro ekvivalentni upravy fesSeni

soustav rovnic — mizeme tedy scitat pouze koeficienty stejnych proménnych.

S porovnénim tvaru skalarniho sou¢inu na konci podkapitoly 2.3.6 se nam muize zdat,
ze jsme soustavu téchto koeficientli svym zptsobem ,,vytkli“ pfed uspotfadanou trojici
(x, y, z). Dale si mizeme vSimnout, Ze tato uspotfadana trojice vlastné tvoii fadkovou
matici. Pokud zapiSeme tuto uspotfddanou trojici jako jednu sloupcovou matici a

umistime-li ji za matici nasSich koeficientli pro 3 rovnice o 3 neznamych, potom:

aj; Q12 A3\ /X
a1 Az QAps (y)

a3y dszp; daszz/ \z

Mutzeme si  vSimnout, ze pokud matici koeficienti vhodné vynasobime
s transponovanou matici proménnych (tj. s matici, kterd ma zaménéné fadky a sloupce),
dostaneme tvar levych stran soustavy linedrnich rovnic. Ono ,,vhodné nasobeni*
vyplyva jiz zrozpisu na konci podkapitoly 2.3.6 — levou stranu soustavy linedrnich
rovnic dostaneme, pokud kazdy fadek matice koeficientl vynasobime skalarné

s transponovanou matici neznamych.
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Skalarni sou¢in mezi dvéma vektory u a v tedy miizeme zapsat jako soucin fadkové
matice se soufadnicemi prvniho vektoru a transponované matice se souiadnicemi

druhého vektoru:

Vi
Uuev = (ul u2 U3) (Vz)

V3
Pro transpozici matice s prvky a;; plati:
(aij)T = (aji)
Nasledujici definice ndsobeni matic zobectiuje pro matice vyssSich fadu.

Definice nasobeni matic

M¢éjme dvé matice A = (a;) typu m/p a B = (b;)) typu p/n nad télesem T. Sou€inem

crv v

matic A-B = C = (¢;) je matice C typu m/n, pro jejiz ¢leny plati:

p

cij=(AB);= Z ik " bij

k=1

Indexyi=1,2,...,m,j=1,2,...,n.
[3]

Vsimnéme si, Ze nemuUzeme nasobit vSechny typy matic — pouze takové, jejichz

sloupcovy index je roven fadkovému. Nasobeni matic tedy obecn€ neni komutativni.

Vidime, Ze nasobeni matic ma charakter skalarniho soucinu. Skalarni soucin dvou

vektort je tedy specidlnim pfipadem nasobeni matic typu //n s matici typu n/1.
2.3.8 Zavedeni determinantu
V predchozi podkapitole jsme se dozvédéli, Ze feSitelnost rovnic pro piipad pravé

jednoho feseni z&visi na onom ,,jmenovateli“. Vysetfili jsme jeho tvar v fec¢i matic pro
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Ctvercové matice druhého a tfettho tadu. Tohoto ,jmenovatele“ nazyvame

determinantem matice n-tého radu.

Pozn.: Implicitné je v textu feceno, ze prave tento determinant Ize urCit pouze pro

¢tvercové matice (které maji vSechny fadky linearn€ nezavislé).

Obecna definice determinantu ¢tvercové matice n-t€ho fadu je dosti spletita. Pro nase

ucely postaci sledovat vyznam determinantli matic 2. a 3. fadu.

Pro determinant (piSe se jako matice v absolutni hodnoté) matice 2. fadu jsme

zduvodnili:

|a11 as»

= ay10y; — Qg0
Ay a22| 11022 — Q12021

Tato skute¢nost Ize pomoci vektorového vyjadieni zapsat jako:

|a11 Ay

ayq a22| = (11, a12) (A2, —Q21)

Snadno se overi, Ze vektor (a;, —a,1) ma smér kolmy k vektoru (a,q, a,;).

A pro determinant 3. fadu:

a1 Q12 Qg3
a1 dpyp dz3| =

az; dzz; dsz

= a11(Az2a33 — A3a32) — A12(A21033 — Ap3031) + A13(A2103; — A2a31)
Coz lze zapsat jako:

a1 Q12 Qg3
az1 Qzz2 Q23| = aqq |
az; dszz; dsz

Az, dz3

azq a23|
az; dszz

azy a22|
az; dszg

s |
Blasz; as;

|- a |

A také plati:

44



a1 412 Qg3
a1 dpy dAzz =(a11,a12;a13)‘(

a; a23| _|a21 a23| |a21 a22|)
) )
asz; dz; dsz

as, dszz a3z daszl’ldz; Qs

Jednotlivé slozky druhého vektoru nazyvadme subdeterminanty (minory) ptivodni matice

(3. fadu).

Stejné jako v pfipadé matice druhé¢ho fadu miZeme predpokladat, Ze vektor, jehoz
slozky jsou tvofeny minory, je kolmy k vektorim o slozkach ve 2. a 3. tadku. To
»zavani® vektorovym soucinem, ovSem k jeho Gplnému objasnéni je tieba ujit jesté par

krok.

Nékteré vlastnosti determinantu

Jiz jsme si zdivodnili, Ze jsou fadky matice linedrné zavislé pravé tehdy, je-li

determinant roven nule.

Pozorovéanim dalSich vlastnosti determinantu pti fadkovych Gpravéch zjistime:

* Hodnota determinantu matice se pii jejim transponovani nezmeni.

* Hodnota determinantu matice se nezméni, kdyz kjednomu jejimu tadku
pficteme libovolnou linearni kombinaci ostatnich fadkii (samoziejmé takovou,
ktera zachova linearni nezavislost radki).

* Hodnota determinantu se nezméni, pokud jeden fadek matice ponechame beze
zmény a k ostatnim fadkim pfi¢teme jeho libovolné nasobky.

e Zaménou dvou riznych fadkl matice se jeji determinant stane zapornym.
(antisymetrie)

e Vynasobeni jednoho fadku matice redlnym cislem t se hodnota jejiho
determinantu zméni t-krat.

* Pro determinant déle plati (uvedeno na konkrétnim ptikladu matice 3. fadu):

aq1 +S1 Q2 +Sz Q43 +S3 Qi1 Ap Qg3 S1 Sz  S3
azq Qzz Qzs = |Az1 Qz2 43|+ [G21 A2 QA3
asq as; ass a3; dszz dszg asz; dszp dzz

Totéz plati analogicky 1 pro sloupcové tpravy.
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Posledni dvé vlastnosti jsou vlastnosti multilinearity.
Dale vyslovime vétu o soucinu determinantd, ta bude tieba k vypocétim dale.

Cauchyova véta o nasobeni determinanti

M¢gjme dvé Ctvercové matice A a B fadu n (nad stejnym télesem T). Pak pro jejich

determinanty |A| a |B| plati:

|A-B| = |A] - B]

[3]
Grammuv determinant

Zkonstruujme ¢tvercovou matici tvorenou skalarnimi souciny vektord vi = (v;;, v;2)

a vz = (v21, v22) z né€jakého eukleidovského prostoru dimenze 2 nésledovne:

2 2
(U11 1712) _ (1711 le)T _ ( V11" + V2 V1121 + 1712”22)
Va1 V22 \Va1 Vg VpiV11 + VpaVip V2 + 0352

Vievi Vi°V2
- (VZ Vi Vo ‘Vz)

Jedna se o Grammovu matici 2. fadu. Jeji determinant (Grammiiv determinant, ozn.
G(v1, V2)) je po dosazeni vlastnosti skaldrniho soucinu roven:

VieVy Vi*Vp

e o] = Va2V 11? = 2v;ev,

G(v1! VZ) =

Pokud jsou vektory v; a v, kolmé, potom pro obsah rovnobézniku ziejmé plati:

v _[1V1*V1 V1°V2 v
(VI’VZ)_ VooV,  VyeV, - (VI'WZ)

Druha rovnost plyne z disledku, ze pokud jsou vektory kolmé, vektor v, je totozny

s jeho prumétem do kolmého dopliiku vektoru vy, tedy s vektorem wy.
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Vysetifime piipad, kdy vektory kolmé nejsou. Z vlastnosti determinantu plyne, ze se
jeho hodnota nezméni, pokud k druhému fadku pticteme (—a)-ndsobek prvniho tadku.

Z vlastnosti skalarniho sou¢inu potom plyne:

ujqeuq Ugeu, | | Uujpeuq Uqeu,
UpeU; —auqely; UzeUp —auqeUy| [(uy —aug)eu; (uy —aug)eu,

Porovnanim s principem Grammova—Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu vidime, ze
pro tuto ekvivalentni Upravu plati u; — au; = w,, dosadime-li tento poznatek do
Grammova determinantu, potom pro dals$i ekvivalentni sloupcovou upravu, kdy

od druhého sloupce odecitdme a-nasobek prvniho:

ujeuy u1-u2| Ujeu; Ujqeup —augeuy | u;eu;  uqe(up —aug)
 wpeuy wye(u; —auy)

Wyrelly Wrel, = Wrelly Wyel; — aWselUy

Tedy vysledny Grammilv determinant:

Ujelu; Up*wW;

G(“l) uZ) = G(“l:WZ) = Wyoell; WyoW,

Podobné by se postupovalo u matic vyssich tada. Tento fakt 1ze zobecnit pro objem

rovnobéznosténll v obecné dimenzi n, tedy:

VieVy e V9oV,

V(Vi oy Vy) = : : = G(Vq, ., Vp)

VpoVy . Vpov,

Z vlastnosti determinantu po dosazeni do obsahu rovnobézniku daného dvéma linedrné

nezavislymi vektory plyne:
V(vi,avy) = a-V(vq,V2)

A skute¢né — pokud vektor v, vyndsobime a-krat, potom se 1 obsah tohoto rovnobé&zniku

zvetsi a-krat:
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Obr. 13: Obsah rovnobézniku o dvojnasobné velikosti vektoru v,

Pro dal$i odvozovani, které povede k definici vektorového soucinu v obecné dimenzi, je

tteba zavést vnéjsi soucin n vektora.

Definice vnéjsiho soucinu n vektori

Jako vnéjsi soucin n-tice vektorti (vy, ..., v,) z eukleidovského prostoru dimenze n
oznacujeme determinant matice, ve které jsou fadky (sloupce) tvofeny soufadnicemi
vektorh (v tomto potadi) vzhledem k né&jaké ortonormalni bazi. Znaclime jej

hranatymi zavorkami, plati tedy:

[V, oo, V| = det(vy, ..., V)

2]
Je vidét, Ze vnéjsi soucin mize nabyvat kladné 1 zaporné hodnoty.

Zkusme najit spojitost mezi vnéjSim soucinem a objemem rovnobéznosténu. Podle
Cauchyovy véty a vlastnosti, ze se transponovanim matice hodnota jejiho determinantu

nezmeéni, plati:

[Vi, o, Val? = [Ve, ooy V] - [V, oo, V] T = det(vy, ..., v,) - det(vy, ..., v,)T =

= det((vy, ) Vi) * (Vg, oo, V)T) = G(vy, .., V)
Posledni rovnost tedy znamena:

Gy, e, V) = (V(Vy, ooy V)2
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A tedy pro n-tici vektorli v n-rozmérném prostoru plati:

V(vy, o, V) = |[Vq, oo, Vil

Absolutni hodnotu ptiddvame proto, ze vnéjs$i soucin mize nabyvat kladné i zaporné

hodnoty.
2.3.9 Vektorovy soucin

Prakticky vSe, co jsme doposud uvedli, jsme dé€lali se zaminkou dostat se k pochopeni

definice vektorového soucinu v prostoru obecné dimenze.

Nejeden vyukovy materidl matematiky ve fyzice uvadi, Ze vektorovy soucin je
definovan jen v prostoru dimenze 3 pouze pro dva vektory. Ve fyzice samoziejmeé
pouzivame vektorovy soucin jedin¢ dvou vektort kvuli jakémusi zobecnéni, jak se
dozvime v kapitole ,,Fyzikalni aplikace”. My se ovSem v nasledujicim textu dozvime,

ze z matematického hlediska jej Ize rozsitit do prostoru obecné dimenze.

Pro vypocet vektorového soucinu vektorti w a v jsme byli zvykli si poméhat
determinantem nasledujici matice s ortonormalnimi vektory ve sméru soufadnicovych
os i, j, k:

i j k
U Uz U
Vi V2 V3

(13
5y UXV =

Uvozovky jsou zde opravdu na misté, jak jsme se dozvédéli, determinant je pouhé
¢islo, nikoliv vektor (plyne z definice matice nad ¢iselnym télesem — jeji prvky jsou

4

pouha ¢isla)(!)

V kapitole 2.3.8 jsme mlcky zavedli vnéjsi soucin 3 vektord a;, a; a a3 o souradnicich

koeficientl pfedchozich soustav linearnich rovnic. Platilo pro néj:

49



a1 Q12 Q33
[a;,a,a3] = |21 Q22 d23| =
Q31 dzz 0az3
azz a23| _|a21 a23| |a21 a22|)
asz aszzl’ laz; assl’las; asyl)’

= (ay1,012,a13)° (

kde druhy vektor ma presné podobu slozek vektoru vektorového soucinu vektorti a, a

a3, plati tedy:
[a3, @z, a3] = a;+(az X a3)
Tento tvar vnéjSiho soucinu (pro 3 lin. nez. vektory) je nazyvan smiseny soucin.

Tento poznatek zobecnime, takto se dostdvame k definici vektorového soucinu

v prostoru dimenze 7.

Definice vektorového soucinu v prostoru dimenze n

Vektorovy soucin (n—I)-tice vektort (vq,...,Vy,1) Vvtomto pofadi, znacime
Vq X ... X V,_q, v eukleidovském prostoru dimenze 7 je jednoznaéné urceny vektor

w, ktery spliuje:
[V, o) Vi1, X] = Wex

pro vSechny vektory x z t¢hoz eukleidovského prostoru. Tedy w = vq X ... X v,,_1.

(121, s. 73)

Je nad miru uzite¢né si uvédomit, ze vektorovy soucin lze provést pouze v prostoru

dimenze n — I. Tvofi tedy kolmy doplnék k tomuto podprostoru.

O vlastnosti vektorového soucinu dvou linedrné nezavislych vektorli v prostoru dimenze
3 ze SS vime, e je vysledkem vektor kolmy k obéma témto vektoram. Také si
vzpomeneme na tvar jeho velikosti — ,,shodou okolnosti“ (nize ukazeme, Ze to neni
pouhd shoda nahod) je rovna obsahu rovnobézniku uréené¢ho dvéma vektory, ke kterym

je vysledek vektorového soucinu kolmy.
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Vlastnosti obecného vektorového soucinu

antisymetrie a multilinearita

w =0 © vy, ..., V,_1 jsou linedrng zavislé

w je kolmy ke vS§em vektorim vy, ..., V,,_1

jsou-li vektory vy, ...,v,_q linedrné nezavislé, pak usporadand n-tice vektort

(V4, v, Vp_1, W) tvofi kladnou bazi vektorového prostoru dimenze n

lwll =V (vq, ..., V1)

(2], s. 73)

Zdavodnéni:

Vlastnost antisymetrie a multilinearity plyne pfimo z definice determinantu
(smiSeného soucinu).

Vlastnost plyne piimo z dosazeni w = 0 do definujici rovnosti. Prava strana je
rovna nule, tedy 1 determinant roven nule, coz plati pravé tehdy, jsou-li jeho

fadky linearné zavislé.

* Po dosazeni libovolného vektoru vy,...,v,_1 za x vidime, Ze jsou fadky

determinantu (vnéjSiho soucinu) linedrné zavislé, tzn., Ze je determinant roven
nule, a z definujici rovnosti je i skalarni soucin vektoru w a tohoto libovolného

vektoru v; roven nule, coz nastava pravé tehdy, jsou-li vektory kolmé.

e Pokud za vektor x dosadime vektor w, je vnéj$i souin roven i prava strana

rovna wWew a z pozitivni definitnosti skalarniho souc¢inu pro nenulovy vektor w

plyne wew > 0.

* Ztéhoz poznatku a dale zdokdzaného vztahu mezi vnéjSim souCinem a

objemem n vektorQ plyne:

wew = ||[W||2 = [vq, .., V1, W] = V(Vq, oo, Vi1, W) = V(Vy, o, Vo) WL

Vektorovy souc¢in w dvou vektori u a v vprostoru dimenze 3 je mozné také

zkonstruovat pomoci nulovych skaldrnich sou¢int vektor w, u a w, v. Ty by pak vedly

na soustavu rovnic danou ur¢itymi souciny slozek vektord, ktera by se dale fesila.
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Jak vidime, déleni vektoru vektorem vlivem bohatych druhti sou¢int definovéno neni.
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3 FYZIKALNI APLIKACE ZAKLADU
VEKTOROVEHO POCTU

Nyni mame dostatek objasnénych prostiedkli, ndstroji pro to, abychom se mohli

vrhnout do fyzikalni aplikace téchto znalosti.

Tyto podkapitoly jsou vénovana fyzikalni aplikaci predevsim ,,ryze* vektorové algebry,
tzn. piimé aplikace ziskanych matematickych dovednosti bez potieb jinych oblasti
matematiky. OvSem n¢které kapitoly jsou velmi lehce okofenény kouzlem derivace —

pro nepftilis matematické gurmany této oblasti je to zcela bezbolestné.

3.1 Nékteré zakladni fyzikalni vektory

3.1.1 Newtoniiv zakon setrvacnosti alias Vektor sily a zrychleni

Velmi dilezitou charakteristikou z hlediska pozndvani fyzikalnich dé&jii kolem nas je
bezesporu sila. Na jejim zéklad¢ stoji prevaznd vétSina fyzikalnich zadkont od
newtonovské mechaniky pocinaje, kvantovou mechanikou konce. Ptame-li se, kdy
pocitujeme ucinek néjaké sily, je to tehdy, pokud nas tato sila nuti zménit stav, ve
kterém jsme situovani. Tuto skutecnost formuloval ve spisu Principia Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica v 17. stoleti Isaac Newton jako Zakon setrvacnosti (1.

Newtonav pohybovy zakon):

,, Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum,

nisi quatenus illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare.“ ([8], s. 14)
PteloZeno:

., Téleso setrvava v klidu nebo v pohybu rovnomérném ve stejném sméru, dokud neni

nuceno vnéjsimi silami tento pohybovy stav zmenit. *

Podobny princip vyslovil koncem 19. stoleti francouzsky chemik Henry Louis
Le Chatelier jako Le Chateliertiv princip rovnovahy pfi prubéhu chemické reakce. Ten

tvrdi, ze systém, ktery je v rovnovaze, reaguje na kazdou zménu tak, aby jeji ucinek
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zmaril. V porovnani se zdkonem setrvacnosti vidime analogii. V kapitole 3.3.7 se

dokonce dozvime, jaky tvar ma tato ,,odporova sila“ (viz III. Newtontv zakon).

1

a+o

Obr. 14: Princip setrvac¢nosti télesa (kuli¢cky) pohybujici se v soustavé bez zrychleni a se zrychlenim

Podle principu I. Newtonova pohybového zékona je tedy pfirozenym stavem télesa bud’
klid, nebo pohyb rovnomérny piimocary. To je vskutku velky poznatek, nebot’ do dob
Galilea bylo usuzovéno, Ze i k rovnhomérnému pohybu piimocarému je nutnid néjaka

hnaci sila. [6]

A zde narazime na vztah mezi silou a zrychlenim — téleso udé€li zrychleni jinému télesu,
pokud na néj ptsobi né&jakou silou. A neptekvapi nds, ze sila ud€li zrychleni télesu ve
sméru, v jakém puisobila, jedna se tedy o vektory F a a. Piivodce zrychleni (dynamika),
sila, je tedy se zrychlenim (kinematika) né¢jakym zptisobem svazana. V kapitole 3.3.1 si

zopakujeme jak — vyslovime II. Newtoniv zékon.
Jednotkou sily je newton [N], jehoZ rozmér si objasnime nize.

Pozn.: Kazda sila, jako kazdy vektor, ma nejen velikost a smér, ale i pisobisté.
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3.1.2 Vektor normalové tlakové sily

Pokud téleso lezi v klidu na podlozce, piisobi na n¢j sila F, (t€Z oznaCujeme N)
podlozky kolmo ve sméru od této podlozky. Tento vektor zaznacujeme do néacrtku tak,

2%

Podrobné;ji v kapitole 3.5.3.
3.1.3 Vektor tahové sily vlakna

Je-1i néjaké t€leso zavéSené na provaze ¢i vlaknég, je toto vladkno napindno — jeho
jednotlivé ¢asti na sebe pusobi silou pnuti. Téleso je tazeno silou T, kterd méa pocatek
v mist¢ Uchytu lanka a smér podél lanka smérem ven zobjemu télesa. Tuto silu

nazyvame tahova sila lanka. [HRW kap. 5]

Obr. 15: Tahova sila vlakna

Pozn.: Vétsinou zanedbavame hmotnost tohoto vlakna — povazujeme jej za nehmotné.

Jedna se o aproximaci, kdy hmotnost lanka je zanedbatelnd viici hmotnosti télesa.
3.1.4 Vektor tieci sily

Jestlize téleso klouze po podlozce nebo se jej snazime do tohoto klouzavého pohybu
uvést, brani nam v pohybu vazby na sty¢né ploSe mezi podlozkou a télesem. Tyto
odporové sily nazyvame sily tfeni a oznacujeme je vektorem F¢ nebo F, ktery ma smér

proti pohybu télesa a lezi na sty¢né ploSe télesa a podlozky.
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Obr. 16: Treci sila F;

Zanedbavame-li tyto tieci sily, hovofime o dokonale hladkém povrchu (podlozce).

Pozn.: Teorie mikrosvard tvrdi, Ze v mistech sty¢nych ploch, které jsou dokonale hladké, se
utvori mikroskopicky svar, ktery jakoby dokonale spoji télesa k sobé. Kdyby byl tedy povrch
téles skute¢né dokonale hladky, podle této teorie by se télesa ,,ptilepila“ k sobg, tedy nedoslo by
k prokluzu. Onen ,,dokonale hladky* povrch je tedy opét pouze idealizovanou piedstavou pro
pripad, kdy by se téleso po povrchu druhého pohybovalo stale konstantni rychlosti a nebylo by

zadnou silou brzdéno.

3.2 Poloha hmotného bodu v souradném systému

3.2.1 Polohovy vektor

Kazdy bod v prostoru lze néjak matematicky charakterizovat pomoci jeho polohového
vektoru, téZ pravodice nebo radiusvektoru. Zakladem je zvolit si néjakou soufadnou
soustavu (v R’), ve vét§ing piipadd volime ortonormélni vztaznou soustavu, kde
jednotkové bazové vektory i, j, k ve sméru soufadnicovych os tvoii v tomto potadi
pravotoCivy systém — nazorné si ji muzeme piedstavit jako kout néjaké klasické
mistnosti — roh jako pocatek soutadného systému, hrany jako soufadnicové osy a
jednotky, napt. 1 dm, jakozto velikosti bazovych vektorti ve sméru téchto hran. Podle
kapitoly 2.3.3 jiz vime, jak vyjadfit soufadnice bodu (fyzikdlné¢ hmotného bodu)

v takovémto systému soufadnic.

Polohovym vektorem nazveme vektor, ktery ma pocatek ve stiedu O (pocatku)
soufadnicového systému (naSem rohu) a jeho koncovy bod splyva v misté polohy
hmotného bodu, ozna¢me jej P. Pokud se pfeneseme do soufadnicového vyjadieni, pro

radiusvektor r plati:
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r=P—-0=[Py, Py, P,]-[0; 0; 0] = (Py, Py, P,)
A tedy poloha hmotného bodu P je v tomto soufadném systému déna jako P=0O +r.

Vse jednoduse ukazuje nasledujici obrazek.

A

P

z

Y

v

X

13

Obr. 17: Polohovy vektor r hmotného bodu P

3.2.2 Polohovy vektor hmotného bodu v pohybu

Nyni se zabyvejme piipadem, kdy se hmotny bod pohybuje. Prakticky kazdé vyjadreni
pohybu (kinematiky) hmotného bodu zacind v kartézské soufadné soustavé, a to

vynesenim jeho trajektorie, tedy poloh, kterymi tento HB prosel za néjaky Cas.

Jiz vime, Ze radiusvektor je vektor mezi poCatkem soustavy soufadnic a hmotnym
bodem. Pokud tedy HB koné pohyb, i radiusvektor obecné¢ méni sviij smér a velikost.
Na obrazku jsou znazornény dvé polohy privodice hmotného bodu jako vektory
ri=A -0 v case t; a jako r =B — O v case t,. Poloha hmotného bodu P (viz obr. 9)
tedy zavisi na Case, tzn. kazda soufadnice py, py, p, zavisi (spojit€) na Case (jsou funkci
casu), zapisujeme jako Py = Py(t), Py = Py(t) a P, = P,(t), pouZijeme-li znaCeni polohy
hmotného bodu jako
P =[x, y, z], potom x = x(t), y = y(t) a z = z(t). Tedy radiusvektor r je spojitou

vektorovou funkei ¢asu, tedy r = r(t). [6]

57



z
A (81, t»]) IS
B(sa t)
T A |
1 r |22
ERE
O | Yy | Y2
| s / | o ©y
ML 1 |7
X _ 7

Obr. 18: Polohovy vektor jakoZto funkce ¢asu

Skalarni argumenty s, s; udavaji délku trajektorie (tj. drahu) hmotného bodu v poloze A
a B od néjakého zvolené¢ho bodu, od kterého zacindme méfit ¢as. Jejich rozdilem As

je délka (zde obloukového) tseku trajektorie mezi témito body.

Zména polohového vektoru je popsdna vektorem Ar jakozto rozdilem polohovych
vektorl v Case t; a t, tedy Ar = r; — r1. Pro polohu hmotného bodu v misté (bod¢) B

trajektorie potom plati:

B=A+Ar=0+r;+Ar

Pro vektor Ar téz plati Ar =B — A.

Pokud chceme méfit primérnou rychlost mezi témito Gseky za Casovy interval At =t —

t;, potom plati:

Budeme-li vSak tento interval zjemmovat, hodnota primérné rychlosti se zméni

v okamzitou, vyraz pro ptirtistky se zméni v diferencialy:
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~As ds
v=Ilim —=—
At—0 At dt

Ptirtstek okamzité rychlost ma tedy smér teCny ke kiivce.

Nyni se podivejme na zménu polohového vektoru v ase, tedy. Citime, Ze budeme-li
zjemnovat ¢asovy interval, velikost pfiristku zmény vektoru se bude vice a vice blizit
velikosti piirtistku drahy. V diferencidlnim tvaru se bude velikost elementu |dr| rovnat
elementu ds, coz je ovSem skalar. Abychom zachovali vektorovy tvar, umistime v
te¢ném sméru jednotkovy vektor 1y, a tedy: Tods= dr. Proto pro okamzitou rychlost ve

vektorovém tvaru pomoci radiusvektoru plati:

dr

V=—=r
dt

Rozepsané do slozek vektoru v pro r(t) = (x(t), y(t), z(t)) tedy:

dx
Vy =a
dy
vy =a
dz
Vz =a

Pro velikost vektoru okamzité rychlosti z vlastnosti eukleidovské metriky plati:

vl = J W2+ (%) + )2 = (%) * %) ¥ %)

3.3 Nasobeni vektoru realnym cislem

Ptiklady nasobku vektoru néjakym redlnym cislem je ve fyzice nespocet. Nize je vybér
par téch ,,nejocividnéjSich* fyzikdlnich zakont, ve kterém aplikujeme piimo nasobek

vektoru néjakym koeficientem.
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3.3.1 II. Newtoniiv pohybovy zikon

Z hlediska vektorového poctu je zakon sily velmi jednoduchym piikladem soucinu

skalaru a vektoru.

Jak jsme zminili vySe, vztah mezi silou F a jejim G¢inkem na téleso — zrychlenim a — je

dan Newtonovym zdkonem sily:

,, Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundum lineam

rectam qua vis illa imprimitur. “ ([8], s. 13)
Da se prelozit nasledovné:

,Velikost zrychleni (zmény pohybu) télesa je pfimo Umérna velikosti vyslednice
(redlnych) sil plsobicich na toto té€leso a nepfimo Umérnd hmotnosti télesa. Smér

zrychleni je totozny se smérem sily, ktera zménu pohybu vyvolala.*

Upozornéme, ze tento zakon plati v inercidlni vztazné soustavé, tedy v soustave, kterd

se nepohybuje se zrychlenim.

Pozn.: Zemé ve skute¢nosti mimo jiné vykonava rotac¢ni pohyb kolem své osy, jedna se tedy o
neinercialni vztaznou soustavu. Vzhledem k tomu, Ze naSe rozmeéry jsou zanedbatelné vuci

rozmérim Zemé, lze soustavu spojenou se Zemi v mnoha piipadech povazovat za inercialni.

Podle zékona sily tedy plati:

Il
"

ma

Viimnéme si, ze v tomto ptipad€ je nezavisle proménnou pravé vektor sily F, tedy
vysledné zrychleni (kinematika) je zplsobena pisobenim sily (dynamika), proto je

formulace v tomto tvaru.

Malou upravou vSak dostavame:

']
[
g =
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V praxi skutecné v pfipadé startu se letadla citime tlateni do sedacky, v ptipadé
pfistavani prepadavame dopiedu. AvSak pfi pfimocarém letu konstantni rychlosti se

muzeme po palubé voln¢ pohybovat, jako kdybychom byli doma.

Pro vyslednici sil dale plati princip superpozice, celkovy tvar 2. Newtonova zakona pak

nabyva tvaru:

ma=ZF

Vidime tedy, ze pokud na néjaké téleso o hmotnosti m; plsobime silou F, ziska
zrychleni a;. Pokud vSak toutéz silou plisobime na téleso o vétsi hmotnosti my, ziska

zrychleni a,, které ovSem bude mensi nez ay.

Pozn.: Tento zakon pfedpoklada nemeénnost hmotnosti (konstantni hmotnost), jak vSak uvidime
v dalsi podkapitole, je prakticky specialnim piipadem obecného tvaru II. Newtonova

pohybového zakona.

Interpretace t¢hoz zakona by vSak v neinercidlni vztazné soustavé vypadala nasledovné:

ma’' = ZF+ZF*

Tedy vysledné zdanlivé (relativni) zrychleni a¢ je dano souctem realnych sil a sil setrva¢nych
(nerealnych), tedy takovych, které v této soustave (tj. soustavé se zrychlenim) vznikaji. Jejich
prikladem je tieba sila odstfediva a Coriolisova sila, o které se zmitiujeme u fyzikalni aplikace

vektorového soudinu.
3.3.2 Hybnost télesa

Z praxe si jist€¢ dokaZzeme ptedstavit, Ze télesu o veétsi hmotnosti musime dodat vétsi
silu, aby se dalo do pohybu o rychlosti v, nez télesu o mensi hmotnosti. A naopak,
téleso s veétsi hmotnosti pohybujici se rychlosti v musime zabrzdit vétsi silou nez téleso
s mens$i hmotnosti pohybujici se téze rychlosti. Tuto vlastnost, spojitost mezi hmotnosti

a rychlosti télesa, je mozné popsat pomoci hybnosti p. Jedna se o vektor, ktery ma
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stejny smér jako rychlost pohybujiciho se télesa v. Experimenty ukazuji, Ze je hybnost

pfimo timérna jeho rychlosti i hmotnosti, tedy:

p =mv

Z 1. Newtonova zakona také vime, ze pfirozenym stavem télesa je klid nebo pohyb
rovnomérny piimocary. Za zménu tohoto stavu je zodpovédnd sila, kterd ud¢li
zrychleni, zplsobi tedy zménu rychlosti v ¢ase. A protoze je vztah mezi hybnosti a
rychlosti télesa dan pouhou konstantou imérnosti m, tedy i zména hybnosti v case

popisuje prumérnou silu, kterd za ¢asovy Usek na téleso plsobila:

=48
I
el

Pokud budeme casovy usek, ve kterém vySetfujeme zménu tohoto pohybu, stile
zmenS$ovat, budeme umét stale presnéji urcit silu F, hovotime o okamzité zméné pohybu
v ase. A kvyjadieni této skuteCnosti ndm pomulze derivace. Dochédzime pak

k obecnéjsi formulaci II. Newtonova zékona:

dp_
dt

Tedy: ,,Casovd zména hybnosti je rovna vyslednici pisobicich sil.*

3.3.3 Archimediv zakon

Formulaci Archimedova zakona zname ze zakladni Skoly:

»I¢leso ponoiené do kapaliny je nadleh¢ovano vztlakovou silou, ktera je svou velikosti

rovna tize kapaliny, kterou vytlacila ponofena ¢ast télesa.

sz = pKVTg

Jedna se opét o priklad nasobeni vektoru (tihové sily) skalary (objemem ponotfené ¢asti

télesa a hustotou kapaliny).
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3.3.4 Stokesuv vztah pro odpor prostredi

Nachazi-li se téleso tvaru koule o poloméru r v nepftili§ rychle proudici tekutiné
(laminarni proudéni), vlivem vnitiniho tfeni kapaliny na néj plsobi odporova sila F,
kterd ma smér laminarniho proudéni dané¢ho vektorem rychlosti v a jejiz vztah je dan

jako:
F = 6mmrv,
kde n je dynamicka viskozita, kterd charakterizuje vnitini tfeni tekutiny. [17]

3.3.5 Klidové (statické) tieni

Naésledujici fadky jsou parafrazi z knihy Halliday, Resnick, Walker ze strany 120. [7]

Chtéjme posunout néjaké téleso po nedokonale hladké podlozce plisobenim sily F. Nez
jej uvedeme do klouzavého pohybu, citime, Ze musime pifekonat néjakou tieci silu.

Experimenty dokazuji, ze ma tato sila nasledujici vlastnosti:

1. Nez téleso uvedeme do klouzavého pohybu, musime piekonat statickou tieci
silu, jejiz vektor Fs ma stejnou velikost jako pramét ptsobici sily F do podlozky
a mé opacny smeér nez vektor sily F.

2. Tato tfeci sila dosahuje svého maxima, které je dano jako:
Fsmax = f¢N,

kde bezrozmérnou veli¢inu f; nazyvame koeficientem statického tfeni a N znaci

vektor tlakové sily od podlozky.

3. Jakmile silou F pfekoname tuto mezni hodnotu, klesne prakticky skokem tieci

sila na hodnotu F; (viz dale).
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3.3.6 Amontoniiv—Coulombiiv zikon pro smykové tieni

Nyni pokracujme piipadem 3. Pii posouvani télesa po podlozce citime, Ze podle
povrchu sty¢nych ploch se nam sunuti dafi 1épe ¢i hiife. Tento jev je zpiisoben
pfedevsim nerovnosti obou styénych ploch — pfi vzajemném posouvani do sebe tyto

,hrbolky“ narazi a deformuji se. Tato ,,zabrana“ posouvani je reprezentovana tieci silou

F:.

Zkoumanim tfeni se zabyval koncem 17. stoleti francouzsky fyzik G. Amonton. Jeho

vysledky ovéfil na konci 18. stoleti Ch. Coulomb formulaci zdkona smykového tieni:
Ft = ,LLN,

ktery tikd, ze tfeci sila je pfimo Umérna normdlové (kolmé) sile, kterou je téleso
pritlacovano k podlozce (sty¢né plose). Bezrozmérnou konstantu imérnosti x4 nazyvame
koeficient smykového tieni, ktery zejména zavisi na jakosti sty¢nych ploch (hladkost,
drsnost ...). Obecné je funkci rychlosti (tj. zavisi na rychlosti) posouvani, ale pfi
nizkych rychlostech je tato zavislost tak malo zietelnd, Ze se k ni nepftihlizi. Co je ale
zajimavé, je, ze tento zakon tika, Ze tfeci sila nezavisi na rozmérech styénych ploch!

Koeficient smykového tfeni se méfi pro jednotlivé povrchy experimentalné. Zalezi také

na tom, zda jsou povrchy mokré nebo suché. [6]
3.3.7 III. Newtoniiv pohybovy zdkon

Protoze v dal$ich ptripadech narazime na sily akce a reakce, je dobré se s nimi seznamit
prostiednictvim 3. Newtonova zakona. Dtvod, pro¢ jej fadime to této podkapitoly, je
ten, Ze se jednd o jednoduchy tvar nasobku vektoru skaldrem. Skalar je v tomto ptipadé

pouhd —1.

,, Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem; sive: corporum duorum

actiones in se mutuo semper esse aequales et in partes contrarias dirigi.“ ([8], s. 14)
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»Kazda sila (akce) vyvolava stejné velkou reakci, neboli kazdd dvé télesa na sebe
pusobi stejné velkymi silami opaéného sméru (silami akce a reakce). Tyto sily soucasné

vznikaji 1 zanikaji.*
To znamend, ze pokud je téleso 1 k télesu 2, tak i téleso 2 je ptitahovano touz silou
k télesu 1, akorat opacné orientovanou:

Fi2 = —Fy

Ackoliv sily maji stejnou velikost a opaény smér, jejich uc€inek se nevyrusi. Divod je

jednoduchy — kazda z nich ptisobi na jiné téleso.

3.4 Uziti jednotkového vektoru

3.4.1 Newtoniiv gravitaéni zakon

Z kazdodenni zkuSenosti vime, ze jsou télesa pritahovana k Zemi. Podle zdkona akce a
reakce vSak i télesa, kterd jsou ptitahovana k Zemi, musi plisobit na Zem stejnou silou,
ale opa¢ného sméru, tzn., Ze i tato télesa pfitahuji Zemi stejnou silou, jako ona je.

Vlastnosti téchto gravitacnich sil popsal Newton nasledovng, cit. ze zdroje [18]:

,Kazda dve télesa se vzdajemné pritahuji stejné velkymi gravitacnimi silami opacného
smeru. Velikost gravitacni sily pro dve stejnoroda télesa tvaru koule je primo umérnd

‘

soucinu jejich hmotnosti a neprimo umérna druhé mocniné vzdalenosti jejich stredii. *
To znamena:

MM,
r2

Fg,12 = Fg,21 =G

Pozn.: Index 12 znaci silu, kterou je pfitahovano téleso 1 k télesu 2, tedy silu, kterou ptisobi

téleso 2 na téleso 1, a naopak.

G znaci gravitacni konstantu (v Ceskych ucebnicich byva oznaCovana jako x). Jeji
hodnotu stanovil v 18. stoleti Henry Cavendish (1731-1810) na hodnotu 6,67-10"
Nm’kg™.
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Tento zakon je odvozeny pro dvé stejnoroda télesa tvaru koule. Radu let se Newton
zabyval otazkou, zda tento zékon je platny i pro télesa obecného tvaru. V pribéhu této
dlouhé doby zkonstruoval integral, aby dokazal, Ze tento zakon pro takova télesa obecné
neplati. AvSak pokud jsou rozméry takovych nepravidelnych téles, zanedbatelné vici
jejich vzdalenosti, tzn. nahradit je za hmotné body, je mozné gravitacni zakon na tento

ptipad pouzit.

Obr. 19: Pro popis gravitacniho zikona ve vektorovém tvaru

Vidime, Ze zékon je zapsan ve skalarnim tvaru, urcuje tedy pouze velikost gravita¢ni
sily. OvSem gravitacni sila, jakozto kazda sila, je reprezentovana i jeji orientaci.
V gravitatnim zdkonu se objevuji skalarni veliCiny, ovSem vzdalenost r mizeme
charakterizovat smérem. Ten zavedeme tak, ze zidkon vynédsobime jednotkovym
(normovanym) vektorem ry polohového vektoru r stfedu télesa 2 viici stiedu télesa 1
(soustavu soufadnic jsme tedy umistili do stfedu télesa 1, které silu vyvolava), jehoz
smer si objasnime nize. Gravitacni zdkon pak pro silu, kterou ptlisobi téleso 1 na téleso

2, pak nabyva tvaru:

M; M, MM, r MM,

_ rg= G2 L __
8 r? rz2|r]l

Zvolme vztaznou soustavu s télesem, které gravitacni silu vyvolava (téleso 1) a ur¢eme
smér kladné osy bazovym vektorem ry ve sméru od télesa 1 k télesu 2. Gravitacni sila
télesa 1 je sila pfitazliva, tzn., Ze pusobi proti tomuto télesu, ve zvolené vztazné
soustavé je tedy zadporné orientovand. Zvolené znaménko minus a smér radiusvektoru r

(t€lesa 2 viici télesu 1) tedy ve vysledku dava zapornou hodnotu, coz koresponduje.
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Pozn.: Ackoliv je to vice nez zfejmé, doplnime, Ze zvoleny polohovy vektor r ma velikost

vzdalenosti mezi télesy r.

ProtoZe se jedna o sily akce a reakce, pro gravita¢ni silu, kterou ptlisobi téleso 2 na

téleso 1, ze zakona akce a reakce ve stejné vztazné soustave plati:

MM,
r2

F21==F2 > F1 =G Io

Podle 2. Newtonova zdkona zemska gravitacni sila ud¢€li télesim pohybujicim se v jejim
gravitatnim poli zrychleni. Hodnota tohoto zrychleni je implicitné skryta v Newtonové
gravitatnim zdkonu pro zemské téleso (o hmotnosti M;) a téleso o hmotnosti M,
pohybujici se v jejim gravitacnim poli, a to nésledujicim zptisobem. Pokud vztdhneme
tuto silu na jednotkovou hmotnost télesa v gravitaénim poli télesa o hmotnosti M, tedy
M, = 1 kg, potom vyjadiime intenzitu gravitacniho pole K télesa o hmotnosti M.
Pokud provedeme rozmérovou analyzu ¢i se podivame na 2. Newtoniiv zdkon, zjistime,

Ze tato hodnota musi mit rozmér zrychleni, a tedy:

Pro Zemi tuto intenzitu nazyvame gravita¢ni zrychleni Zemé, ozn. g. Abychom se
zbavili nepfijemného minus, zavedeme jednotkovy vektor gy se smérem opatnym k

radiusvektoru ry:

8= YR, +n)z50

Kde h znaci vzdélenost stfedu télesa o jednotkové hmotnosti od Zemé. Pro gravita¢ni

silu Zem¢, kterd pusobi na téleso o hmotnosti m tedy po dosazeni dostavame:

F

g = mg

Je dobré si uvédomit, ze véha télesa (tthovd hmotnost) neni totézZ co jeho hmotnost
(setrvacna hmotnost)! Ud¢lejme myslenkovy experiment. Z pfedchozi rovnice vidime,

ze pokud se ¢lovék o hmotnosti m nachazi na Zemi, plsobi na né&j gravitacni sila
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zrychlenim g a silou F,. Pokud by se vSak stejny ¢loveék téze hmotnosti nachazel na
Meésici, kde je gravitace mensi, bude k Mésici ptitahovan mensi silou nez na Zemi.
Jinymi slovy pokud stoupneme na klasickou vdhu na Zemi, bude ukazovat jinou

hodnotu nez na Mésici.

Hmotnost télesa tedy neni néco hmatatelného, miizeme pouze fict, Ze je to
charakteristika télesa, ktera uddvd pomér mezi silou pulsobici na toto téleso a
zrychlenim, které mu sila ud€luje. Piesnéjsi definici vyslovit nelze. Hmotnost v
piirozeném stavu (klid nebo rovnomérny piimocary pohyb) nepocitujeme, lze ji

»fyzikdlné vnimat* jediné tak, ze budeme urychlovat rizné¢ hmotné objekty. [HRW]
3.4.2 Coulombiiv zikon

Tento zakon formuloval v roce 1785 [] Charles-Augustin de Coulomb (1736-1806).
Jedna se o analogicky tvar Newtonova gravitacniho zékona pro dvé stacionarni (klidné)
elektricky nabité bodové ¢éstice (nebo nabitd kulova télesa) ve vakuu s ndboji Q; a Q.
Je-1i vzdalenost mezi témito ¢asticemi (mezi stiedy kulovych nabitych téles) r, pak

jejich vzajemna interakce je popsana elektrostatickou silou Fe, jejiz velikost je dana:

1 [QillQal

® 4mg, r2

Konstanta €, se nazyva permitivita vakua, jejiz hodnota je 8,85:10"2 C*N"'m™.

Absolutni hodnoty maji v tomto piipadé smysl — elektricky naboj mtze byt kladny nebo

zaporny.

Jedna se opét o silu, kterou je pfitahovana (odpuzovana) jedna Castice druhou. Stejné

jako v pfipad¢ gravitaéniho zakona jsou i coulombické sily akéni a reakéni povahy.

Pti vektorové formulaci tohoto zdkona mitizeme rozlisit dva piipady — plisobeni stejné

nabitych ¢astic a opacné nabitych ¢astic.

Obrazek nize pouziva stejny popis jako u gravitacniho zékona, tedy ¢astice o naboji Q,

udéluje ¢astici Q; zrychleni popsané silou Feyq, ktera sméfuje v piipad€ a) proti castici,
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ktera silu vyvolala. V soufadné soustavé, jejiz pocatek umistime do naboje Q;, ma tato

sila opacny smér.

Obr. 20: Pisobeni riuzné nabitych naboju

Pro urceni vektorového tvaru Coulombova zdkona postupujeme stejné jako v pripadé
gravitacniho zakona pomoci radiusvektoru r, ktery vyjadiuje polohu druhého naboje
vuci prvnimu. ProtoZze vSak pfitazlivé elektrostatické sily plisobi mezi opa¢né nabitymi
¢asticemi, znaménkem minus jiZz nendsobime — to ndm nahradi soucin kladného a

zaporného naboje:

1 0:Q; 1 Q0

= I'n =
4me, r2 ° 7 4me, 13

e

Ovéime, Ze tento zapis koresponduje 1 s pfipadem b), kdy experimenty prokazuji, ze
mezi stejné nabitymi bodovymi cCasticemi pisobi odpudivé sily. Odpudiva sila ma
vzhledem ke stejné zvolenému souradnému systému jako v pfipad¢ a) kladny smeér.
Soucin stejnych znamének naboji dava znaménko plus a vektor r je orientovan také

kladné¢, dosadime-li do vektorového tvaru Coulombova zakona, vidime, Ze vSe souhlasi.
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3.5 Skladani (superpozice) vektoru

3.5.1 Vektor relativni rychlosti

Pokud se v inercialni soustavé pohybuji dvé télesa s rychlostmi vy a v, proti sobé, 1ze
se z hlediska relativity pohybu na tento ptipad divat také ze soustavy vztazené s jednim
z téles. To je potom Vvici této vztazné soustavé v klidu, ale proti nému se blizi druhé
téleso, které ma relativni rychlost nikoliv v,, ale v, — vi. Znaménko minus je
opodstatnéné — vektory rychlosti jsou vii¢i sobé ptivodné opacné orientovany, jejich

rozdil je tedy vétsi nez plivodni vektory rychlosti.
3.5.2 Soucet sil — silovy diagram

Pracujme s ptfedstavou, ze na n¢jaké téleso (HB) putsobi trojice sil. Z druhého

Newtonova pohybového zdkona pro celkové zrychleni plyne:

Mohou nastat dva ptipady: vyslednice sil bude rovna nulovému vektoru, nebo naopak
bude nenulovy vektor. V prvnim piipad¢ by se ucinek vsech sil vyrusil, to znamena, ze
by se téleso nepohybovalo se zrychlenim, tedy konalo by bud’ rovnomérny piimocary
pohyb, nebo by bylo v klidu. Ve druhém piipad¢ by se téleso pohybovalo se zrychlenim

ve sméru vyslednice sily F.

Z ptikladu je vidét, ze zakon setrvacnosti je vlastné specidlnim piipadem zékona sily.
Uvazime-li, ze je téleso v klidu nebo setrvava rovnomérnému v pohybu ve stejném

sméru, pro celkovou vyslednici sil v takovém ptipadé plati:

2F1=0

To tedy znamena4, Ze 1 vysledné zrychleni je nulovym vektorem (na obr. 11 ptipad a).
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u=F+F
u=F+F

F=u+F=0
F=u+F

Obr. 21: Skladani sil - a) vysledkem je nulovy vektor o, b) vysledkem je nenulovy vektor F

3.5.3 Soucet dvou sil — vodorovna polozka

Uvazujme, ze téleso o hmotnosti m je polozené na vodorovné podlozce (napf. stole). Na
rovinu Zemé, tedy i na vodorovnou podlozku. Kdyby vSak na téleso plisobila pouze tato
sila, téleso by neudrzelo svij tvar a zdeformovalo by se do podlozky. Musi zde tedy
existovat né¢jaka sila, ktera plisobi na totéz téleso proti jeho tihové sile. Touto silou je
normalova tlakova sila od podlozky N. Pro zjisténi jeji velikosti postupujeme

nasledovné.

T\'r

\ 4

Obr. 22: Sily piisobici na téleso v klidu

71



Protoze je teleso v klidu, jeho zrychleni bude nulové, podle 2. Newtonova zdkona plati:

ma=0=ZFi=N+G

Protoze obé¢ sily ptsobi ve vertikdlnim sméru, miizeme zvolit pouze jednu soufadnou

osu y do které sily rozlozime. Pro velikost normalové sily zfejmé plati:
N-G=0->N=G

Tento ptiklad miZze ,,zavanét™ silami akce a reakce — jedna se o stejné¢ velké sily
opacného sméru. Uskali je ale v tom, Ze obé tyto sily ptisobi na stejné téleso, jejich

ucinek se tak rusi.

Jestlize bychom chtéli nalézt silu reakce na tihovou silu télesa G, musime se podivat na
jejiho pavodce, to je, mezi kterymi télesy tato sila pisobi. V dals$i podkapitole se blize
dozvime o gravitacni interakci. Tihova sila G je interakci mezi t€lesem a Zemi, pokud
je tedy G akeni silou, kterou plisobi Zemé na téleso, potom reakci musi byt sila —G,

tedy sila, kterou ptisobi téleso na Zemi.

Nyni podobn¢ hledejme reakci k normélové sile od podlozky. Tato sila je interakci mezi
podlozkou a télesem. Pokud jako akci uvazujeme silu N, kterou plsobi podlozka na
téleso, pak reakcni silou bude opét stejné velkd, ale opacné orientovana sila —N, kterou

ptisobi téleso na podlozku.
3.5.4 Tihova sila — soucet sil v neinercialni vztazné soustavé

Jiz jsme si fekli, Ze v neinercialnich vztaznych soustavach plsobi setrvacné sily. Pokud
se pohybujeme na Zemi, kterd rotuje, na kazdém misté€ na jejim povrchu na nas bude
kromé gravitacni sily F, plsobit také (setrvacnd) odstrediva sila F;. Jejich superpozici

vznikne vektor tithové sily G, ktery ma obecné jiny smér a velikost (viz obr.), plati:

mg’=G=ZF+ZF*

G =F, +F,
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Obr. 23: Tihova sila jako vektorovy soucet gravitacni sily a sily odstiredivé

Protoze vsechny sily pisobi na téleso o hmotnosti m, pro tihové zrychleni g¢ tedy plati:
mg' =mg+ms—->g =g+s

Protoze se kazdé misto na Zemi pohybuje se stejnou uhlovou, ale jinou obvodovou
rychlosti, chapeme, ze tihova sila zavisi na zemé&pisné Sifce ¢@. Nejveétsi hodnoty nabyva
na rovniku a nejmensi (nulové) na polech. Pokud vezmeme v potaz vysvétleni tithové
hmotnosti, z vlastnosti tthové sily vyplyva, ze bychom na stejné klasické vaze vazili o

néco mén¢ na rovniku a o néco vice na pdlech.
3.5.5 Rozklad polohového vektoru

Vratme se k obrazku 9. V kapitolach 2.3.3 a 2.3.4 jsme se zabyvali mj. rozloZzenim
vektoru do jeho slozek. Tento postup nyni uplatnime i v ptipadé polohového vektoru r.
Na obrazku vidime jeho soufadnice jako (Px, Py, P,), tedy koeficienty linearni
kombinace bazovych vektor, zde znafenych jako i, j, k. Polohovy vektor r tedy

muzeme zapsat jako:
r =P,i +P,j + Pk,

kde P4i, Pyj a P,k jsou slozky polohového vektoru.
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3.5.6 Rozklad sil — naklonéna rovina

Chceme-li vektor rozlozit, hleddme dva takové vektory (dvé vektorové slozky), které
lezi vdanych smérech (vétSinou kolmych soufadnicovych os) a jejichz slozenim

(vektorovym souctem) dostaneme zadany vektor.

Jak bylo feCeno, za prvniho, kdo rozlozil vektor sily do dvou kolmych slozek, se
poklada Simon Stevin (16. stol.). Pracoval s naklonénou rovinou. My se jim inspirujme

a zamyslime se nad silovym diagramem télesa leziciho v klidu na naklonéné roviné.

Obr. 24: Rozklad sil télesa leziciho v klidu na naklonéné roviné

V tomto ptipad¢ na téleso pusobi 3 sily, které své ucinky rusi (pfi superpozici téchto
vektorti vyjde nulovy vektor). Se vSemi silami jsme se seznamili vySe — jedna se o silu
tihovou G, tlakovou normalovou od podlozky N a silu statického tfeni Fs. Podle zdkona

sily vektorové a posléze ve smérech souradnicovych os piseme:

ma=0=ZFi=N+G+Ft

x:max=ZFx=Ft—Gx=fSN—mgsincp=0

y:may=ZFy=N—Gy=N—mgcoscp=0

Z rovnic by se dale dal vyjadrit koeficient statického treni.
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Nazorn¢ vidime, Ze pfi rozkladu sily G do soutadnicovych os vyuzivame toho, ze sily v téchto
soufadnicovych osach maji jednu slozku nulovou, jejich velikost je tedy rovna nenulové slozce.

Pro vektor sily G plati:
G=G,+G,
Takeé je vidéet, Ze se u€inky dvojic sil slozky Gy s F; a slozky Gy s N vyrusi.

Pokud by téleso klouzalo po naklonéné roving nedokonale hladkého povrchu, misto sily
statického tfeni by proti jeho pohybu ptisobila sily dynamického (smykového) tieni,
ktera by vsSak nevyruSila ucinek sily normalové a tihové — téleso by se potom

pohybovalo se zrychlenim ve sméru osy x.

V ptipad¢ dokonale hladké podlozky bychom tfeni mohli zanedbat, vysledna sila by
tedy byla dana pouze superpozici sily normalové a tithové, ve zvolené soufadné soustave

by tato vyslednice méla smér podél kladné ¢asti osy x.

3.6 Skalarni souéin

3.6.1 Prace

Pokud budeme chtit téleso posunout zjednoho mista do druhého po piimé dréze,
musime na n¢j pusobit silou. Je nam vSak jasné, Ze se ucinek této sily (ve smyslu
posunuti) bude ménit v zavislosti sméru této sily. Pokud budeme touz silou puisobit ve
sméru rovnobézném s dréhou, po které téleso suneme, dosahneme posunuti lehceji, nez
kdybychom na t&leso pusobili silou v jiném sméru. Zadného posunuti po zvolené
(pfimé) draze nedosahneme tehdy, pokud na téleso budeme putisobit silou kolmou k této

draze.

To ndm ovSem velmi zndmé piipomina vztah pro skaldrni soucin dvou vektort
v zavislosti na jejich velikosti a sevieném uhlu ¢. Neni proto zddnym ptekvapenim, ze
je drahovy Ucinek sily po pifimé draze — prace sily (po ptfimé draze) — roven skalarnimu
souCinu vektoru sily F a dradhy dané polohovym vektorem s ve sméru posunuti

z vychoziho mista A do mista B, tedy:
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W = Fes = Fscoso

Vsimdme si, ze fyzikalni veli¢ina prace je veliCina skalarni a muize nabyvat jak

kladnych, tak zapornych hodnot (vzhledem ke zvolené soustavé soutadnic).
3.6.2 Vykon prace

Pokud budeme vySetfovat vykon n¢jaké prace, bude nas zajimat, za jak dlouho prace
probéhla. Budeme vySetfovat piesné hodnoty — vySe jsme se lehce dotkli
matematického apardtu, ktera stouto ,,pfesnosti okamziku®“ souvisi — s derivaci.
Budeme-li tedy vySetfovat vykonanou praci za ¢asovy usek dt (infinitezimalni ¢asovy
usek — diferencial), potom po dosazeni piedchoziho vztahu plati:

P dW  d(Fes) ds

. ar g hv

3.7 Vektorovy soucin

Objasnili jsme si vlastnosti vektorového sou¢inu v obecné dimenzi. Jak bylo feceno, ve
fyzice se setkdvame s vektorovym soucinem dvou vektorti (z definice vektorového

soucinu tedy ve trojrozmérném prostoru).

Z vlastnosti 4. vime, Ze uspotadana trojice vektorti a, b a ¢ = a X b v tomto potadi tvoii
pravotoc¢ivou bazi. Ve fyzice si pii urceni, zda je takova soustava pravotovéiva nebo
levotoc¢iva, pomahame pravidlem pravé ruky. Jednd se o postup, kdy vSechny sily
posuneme do jednoho ptisobiste, kolmy vektor ,,uchopime* pravou rukou tak, aby prsty
smétovaly od prvniho vektoru ve vektorovém soucinu ke druhému ,,cestou* konvexniho

uhlu mezi nimi (viz obr. nize). [7]
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c=axb {EH
P' c=bxa
= ’-‘fl_{'{:.
i
d_"'":

Obr. 25: Pravidlo pravé ruky [19]

Déle zvlastnosti antisymetrie vektorového souinu pro obecné vektory a, b

ve trojrozmérném prostoru plati:
axb=—(bxa)
A pro ortonormalni bazové vektory i, j, k ve trojrozmérném prostoru plyne:

ixXj=k jxk=i ixk=j
jxi=-Kk kxj=-1 kXi=-j
ixi=0 jxj=0 Lkxk=0

Jak je vidét, vektorovy soucin je vhodné uzit v ptipad¢ orientované kruznice. Nize je

uvedeno par piikladi, kde se vektorovy soucin pouziva.
3.7.1 Pohyb po kruZnici

Pokud ma hmotny bod konat pohyb po kruznici stale ve stejném sméru, musi mit
rovina, ve které pohyb kona, stejnou orientaci v prostoru. Tato orientace mize byt
z feCenych vlastnosti vektorového soucinu velmi dobife urCena prostiednictvim osy
kolmé k roving, ve které hmotny bod pohyb vykonava. Vektorovy soucin v zavislosti na
zméné vektort, kterymi je ur€en, méni svou orientaci a velikost pravé ve sméru této

0sYy.
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Kruznice o poloméru r mé obvod (délku kruhové trajektorie) s = 2nr. Pro okamzitou
rychlost plati:
) dr
V=2n—
dt
Vztdhneme-li cely obvod kruznice na jednotkovy polomér, dostaneme uhel ¢ = 2n
(v radianech). OvSem i v tomto pfipadé¢ miizeme méfit okamzitou zménu thlu za cas dt.

Tuto okamzitou zménu nazveme thlova rychlost:

_do

TS

Mezi uhlovou rychlosti a okamzitou rychlosti plati vztah v = rw.

Protoze je vSak rychlost vektorovou veli¢inou, bude vhodné jej zavést do orientované¢ho
pohybu hmotného bodu po kruznici nasledovné. Vime, Ze ma okamzita rychlost tecny
smér k trajektorii. Zavedenim orientovaného uhlu ¢ klasicky (kladny smér bude smér
otaceni proti chodu hodinovych ruci¢ek) mizeme zavést vektor sttedového uhlu ¢ do
osy otaceni. Ten narlsta ¢i klesa podle orientace pohybu. Jeho vektor okamzité zmény
tedy bude rovnéz nartstat ¢i klesat podle zmény orientovaného pohybu, takto pro vektor

o tedy plati:

_de

TS

Problém polohového vektoru r vyfesime nasledovné:

78



Obr. 26: Kruhovy pohyb

Z obrazku je tedy patrné, ze:
V=wXr,
coz koresponduje s velikosti vektorového soucinu:
VIl = llellllr|lsine
A protoze se uhel o neméni, pak:
Ivll = llollr,
kde r je polomér kruhové trajektorie.

3.7.2 Moment sily

Ptedstavme si, Ze chceme otevtit dvete. ZkuSenost ndm tika, Ze ¢im dale od osy otafeni
(pant) budeme pisobit, tim lehceji nam otevieni pjde. Ovsem zélezi i na sméru, ve
kterém sila na dvefe pusobi. Pokud snimi bude rovnobéznd, zadny ucinek to na
otevieni mit nebude, ovSem pokud bude ve sméru kolmém, zplsobi otaCeni dvefii

nejlépe. Kvantitativné tuto skutecnost miizeme popsat takto:
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M = Frsineo,

kde M je otacivy ucinek sily, tzv. moment sily, r je rameno ota€eni, F je plsobici sila a
¢ uhel mezi smérem sily a ramenem. Az na funkci sinus vidime paralelu veli¢inou
prace. Neni proto divem, Ze ma moment sily stejny rozmér, ovSem pouZzivanou

jednotkou je Nm.

Obr. 27: Moment sily

Pro vektorovy tvar momentu sily plati:

M=rXxF,

kde vektor r je polohovy vektor v roviné otaceni sméru od osy s velikosti poloméru

otacivého pohybu.

3.7.3 Coriolisova sila

Jedna se o setrvacnou silu, ktera plsobi v neinercialni vztazné soustave, ktera rotuje
kolem vlastni osy. Vysvétlime si ji na ptikladu fetizkového kolotoce, ktery se otaci
v kladném smyslu (proti sméru hodinovych rucicek) — ptfedstavme si, Ze z mista osy
otaCeni chce po fetézu sesSplhat veverka smérem k sedacce. Vlivem toho, Ze se koloto¢
otaci stejnou uhlovou rychlosti, se mista vzdalenéj$i od osy otaceni pohybuji vétsi
obvodovou rychlosti nez mista blizsi. Pfi pohybu smérem k sedacce tedy veverku rotace

bude stacet proti sméru otaceni kolotoce, tedy po sméru hodinovych ruci¢ek. Naopak
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bude-li chtit po fetézu vySplhat od sedacky smérem k ose otaceni, pijde z mist o
vysSich obvodovych rychlosti do niZSich, vlivem setrvacnosti ji koloto¢ bude naopak

stacet ve sméru rotace (proti sméru hodinovych rucicek).

Pro téleso o hmotnosti m, které ma v rotujici soustavé relativni (zdanlivou) rychlost v¥,
kterd ma jiny smér, nez je smer osy otaceni, Gaspard-Gustav de Coriolis (1792-1843)

odvodil, Ze pro tuto zdanlivou (setrvacnou) silu plati:
F, =2mw X v*,
kde ® znaci uhlovou rychlost ota¢ivého pohybu soustavy, ktery ma smér osy otaceni.

Tato sila je na Zemi mimo jiné zodpovédna za pasaty, tedy stdeni vétr od pola

k z&padu.
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4 ZAVER

Mym cilem bylo lidskym (,,studentskym®) zpiisobem objasnit matematické ,,nastroje*
zaklada vektorového poctu a jejich naslednou aplikaci do vybéru fyzikdlnich zadkoni

zejména z oblasti newtonovské mechaniky.

K objasnéni problematiky jsem pfistupovala z pohledu posluchacky 3. ro¢niku oboru
Pedagogického asistentstvi matematiky a fyziky pro ZS, kromé definic a vét jsem
se snazila predevSim o vysvétleni tematiky prostfednictvim vlastnich komentéit,
pfirovnani, poznatkii a nazornych obrazkd. Snazila jsem se préci vystavét na logické

navaznosti podkapitol a jejich plynulém propojovani.

Pfi psani prace jsem kromé¢ uvedenych zdroji pouZzivala vlastni logické usudky
a matematické a fyzikalni predstavy. Jejich prostiednictvim jsem chtéla pfispét
k rozsiteni fyzikalnich predstav laické =zainteresované vetejnosti, zejména pak
posluchactim fyziky a matematiky stfednich odbornych Skol a gymnazii. Mym plnym

zadostiu¢inénim by bylo, kdyby si alesponi jeden ¢tenaf fekl: ,,Konecné tomu rozumim.*

Ackoliv jsem puvodné zamyslela fyzikalni predstavy rozsifit i do infinitezimalniho
poctu, oblast vektorové analyzy je velmi rozsahld a zabrala vétsi polovinu prace na ukor
jejich fyzikalnich aplikaci. Vyhledové predpokladdm, ze bych zpracovala podobné téma
diplomové prace, avsak s diferencidlnim a integralnim poctem, coz by otevielo dveie

k rozsiteni fyzikalnich aplikaci a bohatSim ,,vydovadéni se* na matematice ve fyzice.
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