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Tato bakalaiské prace je vénovana zakladnim iloham variaéniho poctu. Prace je roz-
délena na ctyti kapitoly. Prvni kapitola obsahuje strucny historicky vyvoj a pre-
hled matematiku, ktefi se témito ulohami zabyvali. Druhd kapitola je zaméfena
na formulaci ¢tyt zdkladnich tloh. Tteti kapitola provede ¢tenafe intuitivnimi my-
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Uvod

Tato bakalarska prace je vénovana variacnimu poctu, ktery je nepostradatelnym
nastrojem pro feseni ruznych geometrickych nebo fyzikalnich tuloh. Pravé jeho siroké
uplatnéni v ekonomii, architektute a zejména ve fyzice vyvolava velky zajem o stu-

dium podstaty tohoto abstraktniho matematického odvétvi.

Prace obsahuje v prvni kapitole struéné historické pozadi vyvoje variacniho
poctu a historii zakladnich tuloh. Historickd cast je také vénovana prehledu vyz-

namnych matematiku, ktefi tuto problematiku studovali.

Druha kapitola ¢tenare seznami s presnou formulaci jednotlivych tloh, opatiené
o jejich praktické vyuziti. Jednotlivé tlohy jsou doplnény o nazorné obrazky, které

byly vytvoreny vyhradné pro tuto praci.

Treti kapitola obsahuje intuitivné popsanou nezbytnou teorii pro feseni tuloh.
Tato ¢ast je strukturovana spise jako zobecnéni védomosti, které ¢tenar ziskal na stie-

dni skole.

V posledni kapitole se nachézi detailni popis feSeni jednotlivych tloh. Tato feseni
jsou sice vSeobecné znama, ale zpracovani v této praci je provedeno formou po-
drobného zduvodnéni kazdého kroku tak, aby jej dokazal reprodukovat opravdu
kazdy.

Cilem této prace je predstavit tuto problematiku i ¢tenéri, ktery disponuje pouze
védomostmi ziskanymi na stfedni Skole a nesnazi se tak byt rigorézni uc¢ebnici ma-
tematiky. Prace se snazi motivovat v tom ohledu, ze i stfedoskolskou matematiku
lze déle jednoduSe intuitivné rozvijet pomoci ziskani predstavy o zakladnich po-
jmech. Ke spravnému feseni uloh je totiz mozné dospét i bez matematicky korektnich
postupu.

Tato prace muze slouzit jako aplikace ve vyuce na stiedni skole, napiiklad v ma-

vvvvv

a prubéh funkce, mohla by tato prace v mnohém prohloubit ziskané védomosti.



1 Historicka ¢ast a motivace

Zachytit historicky vyvoj vSech tloh a dulezitych podnétu, které prispély k roz-
voji tohoto odvétvi matematické analyzy, by vzhledem k rozsahu této préace nebylo
zjevné mozné. Proto jsou v nasledujici kapitole popsany hlavni momenty, které vedly
k vybudovani této matematické discipliny, jako samostatného odvétvi. Déle je strucné
popsan vyvoj, ktery vyznamné dovedl varia¢ni pocet az do dnesni podoby. Vice in-

formaci a souvislosti je k nalezeni v literature [I1], [12], [13].

Vyvoj jiz znamych tloh a snaha o obecnéjsi feseni vede k velké abstrakci a tim bu-
dovani variacniho poctu. Prvotni vyvoj zapocal v 17. stoleti rozvojem infinite-
zimalniho poctu a dalsi vyvoj ve 20. stoleti vedl k Sirokému uplatnéni a zobecnéni
znamych védomosti o integralu a diferencialnich rovnicich. A vyvoj pokracuje dodnes,
nachézi se stale Sirsi uplatnéni (v podstaté vsude tam, kde se projevuje snaha o ma-

ximaln{ efektivitu pfi FeSeni organiza¢nich problému).

U zrodu vyvoje byla snaha a nasledné zobecnéni tii tiloh. Znéni a nasledné reseni

téchto uloh v jisté modifikaci obsahuje i tato prace.

Izoperimetrickd loha, kterd byla prakticky vyfesena jiz ve starovékém Recku,
kde o ni pravi baje o kralovné Didé. Kralovna se chtéla usidlit na africkém pobrezi,
coz vyvolalo nespokojenost mistnich obyvatel. A proto jejich viudce Hiarbos dovolil
kralovné obsadit pouze to tizemi, které lze ohranicit jednou by¢i kuzi. Takovou tlohu
kralovna vyftesila chytire. Kuzi roziezala na velmi tenké pruhy, které svazala dohro-
mady a tim ohranicila zna¢né tzemi, kde vybudovala mésto Kartdgo (podrobnéji
zpracovano v [3]). Obecné feseni nékolika modifikaci takovych uloh nésledné vypra-

coval Leonhard Euler.

Uloha o brachistochroné (vice o této tloze bude v této praci uvedeno pozdéji),
kterou se zabyvali zejména v 17. stoleti bratii Bernoulliové. K teseni pak dospél

i Isaac Newton ¢i de 'Hospital.

Treti uloha se tyka geodetickych car, kdy se ze vSech moznych ¢ar spojujicich
dva body na plose hleda takova, ktera ma nejkratsi délku. Takovou ulohu studoval

Johann Bernoulli, Leonhard Euler ¢i Joseph-Louis Lagrange.

Nyni bude historicky vyvoj pokracovat prehledem vyznamnych osobnosti, které

se na vybudovéani varia¢niho poctu vyrazné podilely. U kazdé osobnosti je popsana
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struénd charakteristika jejich zavéru a postiehu k tomuto tématu.

Pierre Fermat (1601-1665) vyrazné
é[x“;y‘l posunul feseni vyse zminénych tloh
diky svému variacnimu principu. Podle
tohoto principu si svételny paprsek
ze vSech moznych trajektorii mezi body

o A a B vybira takovou, po které se do-

stane z vychozitho do cilového bodu

A\ g za nejkratsi cas. Pravé uplatnénim to-
V2 hoto principu na mechanické pohyby

X Blx,oxcy bodu vyfesil ilohu o brachistochroné.
Xs'x,\sh]

7 tohoto principu plynou i zakony ge-
Obrézek 1: Lom paprsku ometrické optiky, které tu mohou po-
slouzit jako motivaéni tlohy.
Uloha. Méjme situaci, kdy svételny paprsek prochazi mezi dvéma prostiedimi s ruz-
nym indexem lomu a tedy s ruznou rychlosti sifeni tohoto paprsku. Z principu
popsané¢ho vysSe plyne, ze paprsek se bude v kazdém z prostiedi sitit primocare.
Mame pevné dané body A a B. Vzdalenost bodu A od kolmice dopadu oznacime x 4
a vzdalenost bodu B od kolmice oznacime xg—x 4. Velikost x g pak znaci vodorovnou
vzdalenost bodu A a B. To co délame je, ze ménime vzdélenost x4 kolmice dopadu
od bodu A. Situace je zndzornéna na obréazku [I, z kterého lze pomoci pravothlych

trojuhelniku ziskat vztahy:

. TA . T — T,
sinad = ——— sin § =

Vi + 4 Vi -4

Déle je z obrazku 1| patrné, ze celkova draha, kterou paprsek urazi, je ddna souctem

(1.1)

drah v kazdém z prostredi. Jednotlivé drahy S; a S; se uréi pomoci Pythagorovy

véty.

Sy =24+ v4 52:\/(:1613—:B,4)2—1—yfB (1.2)

Pokud ze znamého vztahu vyjadiime cas jako podil drahy a rychlosti v, resp. wvs,
lze ziskat vztah pro celkovy cas, potiebny k urazeni vzdalenosti z bodu A do bodu

B. Celkovy cas t je dan souctem casu potfebnych pro urazeni vzdalenosti S; a Sy
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po VTatya V(e —2a)® Typ
U1 U1 ’

(1.3)

Podle Fermatova principu urazi paprsek celou drahu S za nejkratsi mozny cas.
Proto je tieba vztah (|1.3) zderivovat podle proménné x4 a polozit rovno nule, ¢imz

se ziska vztah

TA IB — TA

= . (1.4)
viVah Hyn o v/ (e —2a)? + U4
Nyni lze vyuzit vztahu (1.1 jako substituce pro rovnici ((1.4) a tim ziskat
sina  sin
_sinf (1.5)
(%1 (%]
ktery je mozné upravit do tvaru
v Sin v = vy sin B. (1.6)

Vysledkem ([1.6]) je zdkon odrazu a lomu paprsku, ke kterému dochézi na rozhrani

dvou prostiedi s ruznym indexem lomu. O

Jacob Bernoulli (1654-1705) roku 1690 odvodil rovnici izochrony a v publikaci
o studiu této ulohy poprvé pouzil v matematické literatuie slovo integral. V re-
akci na postupy svého bratra roku 1700 vypracoval svoje vlastni feSeni izoperime-
trického problému, které bylo prohloubenim a zobecnénim jiz znamych poznatki.
Resen{ pro néj bylo tak motivacni, ze ho pozdéji vedlo ke studiu tloh sméFujic

ke geodetickym c¢aram.

Johann Bernoulli (1667-1748) uvetejnil roku 1696 dopis, kde upozoriiuje mate-
matiky na problém o brachistochroné, ktery posléze i sam tesil. Nakonec obdrzel
i vyslednou rovnici cykloidy. K tomuto feseni dospél zejména diky nezdafenym po-
kusum svého bratra a také spravnou aplikaci Fermatova principu. Roku 1697 stu-

doval geodetické lohy a mnohé z nich i vytesil.

Guillaume de 1'Hépital (1661-1704) se zabyval zejména matematickou analyzou
a geometrii. Roku 1696 publikoval prvni tisténou ucebnici diferencidlniho poctu,
Analyza nekonecné malych velicin, zejména vénovanou rovinnym krivkam a geo-
detickym caram. Tato ucebnice v mnohém navazuje na praci a vysledky Johanna

Bernoulliho.
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Gottfried Wilhem von Leibniz (1646-1716) je poklddan za zakladatele moderni
matematické analyzy, a to predevsim diky své prukopnické praci o diferencidlnim
a integralnim poctu, kde vychéazel z abstraktnich koncepci a budoval tak cistou

matematickou analyzu. Mnohd jeho symbolika se pouziva dodnes.

Isaac Newton (1642-1727) nezévisle na praci Leibnize vybudoval stejnou teorii,
pouze s tim rozdilem, ze chapal matematiku jako nastroj fyzikalniho poznani svéta,
nikoli jako abstraktni striktné oddélenou disciplinu. Roku 1687 ve své praci Philoso-
phiae Naturalis Principia Mathematica shrnul prvni poznatky a vysledky varia¢niho

poctu.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1810) reagoval na Newtonovu praci, kterou zdo-
konalil a doplnil o své vysledky. Spolu s W. R. Hamiltonem a C. G. J. Jacobim
se vénovali aplikaci varia¢niho poctu ve fyzice, ¢imz dale rozvinuli klasickou mecha-

niku.

Leonhard Euler (1707-1783) zobecnil poznatky I. Newtona a J. L. Lagrange.
Spolu s Lagrangem pak publikovali Metody nalezeni krivek magicich vlastnost ma-
rima a minima, kde mimo jiné sepsali i obecné teSeni geodetickych uloh a roz-
pracovali ruzné modifikace izoperimetrickych tloh. V této publikaci byly poprvé
definovany pojmy dodnes pouzivané ve variacnim poctu, kupiikladu variace funk-

ciondlu.

Uspééné vytesil i brachistochronu, coz publikoval v dile Elementa Variationum,
kde aproximoval obecné ktivky lomenymi ¢arami. Tim zavedl princip, ktery rika,
ze pokud néjaka kiivka ma urcitou vlastnost, pak tu samou vlastnost ma i kazdy
jeji libovolné maly element, ktery se da jiz povazovat za ¢ast piimky. Timto prin-
cipem ukéazal, jak by se nékteré ulohy daly prevést na problematiku obycejného
diferencialniho poctu. V této své praci také odvodil i diferencialni rovnice téz znamé

jako Fulerovy rovnice a uvedl jejich nutnost pii feSeni extreméalnich tloh.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) pochyboval o doposud zjisténych
vysledcich a na zdkladé vyrazné systematického pristupu, ktery se staval z tady
zakladnich logickych postupu, sepsal postacujici podminky slabého minima. Také
upozornil na to, jak se silné omezuje mnozstvi tloh, pokud se kiivka popisuje rovnici
y = y(x), zatimco parametrické vyjadieni y = y(t), * = x(t) moznosti modifikaci

uloh znacné rozsiruje.
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Jean Gaston Darboux (1842-1917) se zabyval studiem geodetickych ¢ar a svymi
metodami dospél k postacujicim podminkam, aby geodeticka ¢ara byla opravdu
nejkratsi spojnici dvou bodu na plose. Jeho metody se znacné lisily od Weierstras-
sovych metod, protoze pouzival své specialni soutradnice, kterymi si problémy velmi
zjednodusoval. Béhem svého studia této problematiky vsak své metody zobecnil
az do srovnatelnosti s Weierstrassovymi. A pravé tyto metody posunuly varia¢ni

pocet daleko od primarni a klasické podoby, jak uvedl J. L. Lagrange.

Stefan Banach (1892-1945) byl vyznamnym matematikem, jehoz detailné se-
psany zivot, prace i dalsi zajimavosti jsou detailné zpracovény v literatutre [I1].
Jeho disertacni préce byva oznacovana za zrozeni funkcionalni analyzy, kam varia¢ni
pocet jisté patii. Spolupracoval s prednimi polskymi matematiky té doby napt. Ja-
nem Lukasiewiczem (1878-1956) a Waclawem Sierpiniskim (1882-1969). Na jeho

vysledky reagovalo mnoho matematiku, mezi nimi i David Hilbert.

David Hilbert (1862-1943) vyrazné posunul vyvoj variaéniho po¢tu svymi po-
znatky z let 1900 - 1904, kdy studoval Dirichletuv princip (téz zndmy jako zasuvkovy
princip). Praveé tento princip a zejména pak jeho uplatnéni vyvolalo opétovny zdjem
o dalsi studium variacniho poctu. Dilezité jsou predevsim jeho dvé prace. V prvni
ukazal pouziti Dirichletova principu k dukazum existence kiivky minimalni délky
spojujici dva body na plose, v druhé praci dokézal existenci harmonické funkce.
Své vysledky a postiehy presné zformuloval ve dvaceti tfech problémech, z nichz
ti se tykaly variaéniho poétu. Reseni téchto problému vede k takzvanym pifmym
a nepiimym metodam feseni (vice podrobnosti 1ze nalézt v [6]).

Po seznameni s charakterem historického vyvoje variacniho poctu lze ¢tenarum
doporucit i struc¢nou historii teorie feseni diferencidlnich rovnic ¢i vyvoj chapani
pojmu integral, bez jejichz zdokonaleni a posunu k abstrakci by variaéni poc¢et nemél

dnesni podobu. Tento vyvoj je k nahlédnuti naptiklad v [I1].

2 Formulace klasickych tloh

V nésledujici kapitole jsou uvedeny a formulovany tlohy, které byly prvotnim
impulzem pro budovani varia¢niho poc¢tu. Prestoze k samotné formulaci téchto uloh

postaci pouze zakladni védomosti z oblasti matematiky a fyziky, k naslednému feseni
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jiz je zapottebi nékterych védomosti a dovednosti z oblasti matematické analyzy.
Resen{ téchto problémiul presto poslouzi k vytvoreni minimélné intuitivni predstavy

a k zakladnimu pochopeni myslenek variacniho poctu.

2.1 Pripomenuti aplikace integralu

Integral spolu s derivaci se pokladaji za zakladni operace matematické analyzy.
Proto neni divu, ze jejich znalost je nepostradatelna i v této praci, jak pii formulaci
zakladnich tloh, tak i pro jejich nasledné vyreseni, pricemz formulaci problému dojde
k presné definici a vymezeni problematiky, coz nasledné vybuduje i predpoklady

pro nasledné teseni.

2.1.1 Délka obecné funkce

Necht je déna situace zobrazeni
y na obrazku [2, kdy je zaddna grafem
obecnd funkce y = f(x) prochézejici

body A a B. Pro uréeni délky

této kiivky mezi body A a B je tieba
nejprve pomyslnou plochu pod ni rozdé-

lit na dostateéné malé c¢asti o délce

\ 4

dx. Tim se i kfivka rozpadne na od-

povidajici c¢asti, které pokud budou

Obréazek 2: Délka krivky
velmi malé, tak se mohou pokladat

za usecky. Nejprve se urci délka jednoho takového useku, ktery lze popsat pomoci

Pythagorovy véty

di* = dx® + dy?, (2.1)

ktery po drobné tdpravé ma podobu:

dl = \/dz? + dy? (2.2)

z ¢ehoz lze vytknout dz? a tim ziskat délku jednoho daného tseku kiivky:
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dl = /1+ (%)1@, (2.3)

kde podil dy ku dx je jeden z predpisu pro derivaci, ktera se ¢astéji oznacuje 3.

Néslednym integrovanim obou stran vztahu (2.3)) dojde k secteni vsech takovych
elementarnich tseku a tim k ziskani vztahu pro délku obecné funkce na celém inter-

valu < a,b >.

- / VIt F2@)da (2.4)

2.1.2 Povrch télesa

Transformujeme-li situaci z roviny
do prostoru, neni duvod predpokladat,
ze by se délka kiivky zmeénila. Ale ro-
taci takové libovolné funkce okolo osy =,
vznikne obecné rotacni téleso, jehoz po-
vrch i objem lze ziskat analogii jiz po-

psaného postupu.

Situace je ilustrovand na obréazku 3],

Obrézek 3: Rotacéni kiivka

kde je v prostoru dana grafem obecnd
rovinnd funkce y = f(x) na intervalu a
a b. Analogicky, jak tomu bylo pii zjistovani délky kiivky v roviné, tak i v tomto
pripadé lze rotacni téleso rozdélit na velmi malé casti, které rozdéli celé téleso
na stejné tenké védlce o vysce dz a o poloméru podstavy f(x). Piicemz plast ta-

kového elementarniho vélce ds lze urcit jako

dS =2nrd = 2n f(x)dl (2.5)

kde dl je ¢ast délky kiivky, kterou lze popsat vztahem (2.4)).

dS =2nf(x)\/1+ f?(z)dx (2.6)
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coz je vyraz popisujici povrch plasté pouze velmi malé ¢asti zkoumaného télesa. Jeste
je tteba secist vSechny takové ¢asti na intervalu < a,b >. K tomu opét poslouzi urcity

integral. Ziskany vztah pro plast obecného rotaéniho télesa je

S —or / F@)VI+ 2 (@)da. (2.7)

V pripadé nutnosti ziskani celého povrchu rotacniho télesa staci k ziskanému

povrchu plasté pricist plochy obou podstav, ale k nasledujicim formulacim tloh

vystaci pouze vztah (2.7)).

2.1.3 Objem télesa

Také objem takto vzniklého télesa lze uréit z obrazku 3] kdy se zopakuje postup,
jako pfi hledani vztahu pro povrch plasté rota¢niho télesa. Pouze namisto urcéeni

plasté velmi malého vélce se uptfe pozornost na objem, pro ktery plati:

dV = nriv = 7 f(x)*dx (2.8)

které se pak opét sectou pro vsechny takové vélce na intervalu (a,b). Z ¢ehoz plyne

vysledny vztah pro objem:

V= 7r/ f(z)dz. (2.9)
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2.2  Uloha o brachistochroné

Nazev této tlohy je feckého puvodu
y (brachystos - nejkratsi a chronos - ¢as).
Cilem je minimalizovat cas, ktery bude

myslend kulicka potiebovat k premisténi

z bodu A do bodu B pouze pusobenim

N MBIXB;YBI tthového zrychleni g. Patrné kazdého
ds |

zprvu napadne tsecka (nejkratsi draha)

urcena témito body. Takova spojnice

v

Xa [x5:0] X
(znédzornénd f; na obrazku H) vsak

Obrazek 4: Mozné fesen{ brachistochrony ™M& maly spad a rychlost se v tomto
pripadé zvétsuje pomalu, zatimco kiivka,
ktera by byla nejprve strméjsi (zobrazend f3 na obrazku , predstavuje pro hmotny

bod sice delsi drdhu, ale také vétsi rychlost na strméjsi ¢asti (¢as by byl kratsi).

Problém 1. V prostoru jsou dany dva body A a B. Hmotny bod se pohybuje z bodu A
do bodu B pouze pusobenim tihového zrychleni g (treni a odpor zde zanedbdme).

Po jaké funkci se hmotny bod bude pohybovat, aby byl cas nejkratsi?

Formulace ilohy. Obecné lze zvolit body Alxa,ya| a Blrg,ys], kterymi prochézi
hledana funkce y = y(z). Jak je naznaceno na obrazku , pouhou zménou sou-
radnicové soustavy muzeme (bez ovlivnéni obecnosti feseni) zvolit soufadnice bodu

Al0,y4] a Blzp,0].

Rychlost hmotného bodu je prirustek drahy za cas

ds

= (2.10)

v

Uloha vSak mé za cil minimalizovat Cas, proto si jej ze vztahu (2.10) nejprve

vyjadiime

_ds
=
Ve vyrazu (2.11) je drdha hmotného bodu dS samotna délka funkce na kratkém

dt (2.11)

intervalu, coz je popsano jiz odvozenym vztahem ([2.4)). K urceni ¢asu tedy postaci
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zjistit rychlost hmotného bodu. Tu lze urcit ze zakona zachovani energie, ktery plati

v kazdém bodé hledané funkce

By + E, = konst (2.12)

tedy pro libovolné zvoleny bod [z, y| elementu funkce dS ma vyraz (2.12)) tvar:

1
§mv2 =mg(ya —vy). (2.13)

Z (2.13)) lze vyjadrit rychlost, jako

v=1/29(ys —y). (2.14)
Ziskané vyrazy pro rychlost (2.14) a drdhu (2.4]) lze dosadit do vztahu (2.11)),
¢imz obdrzime vztah pro cas, ktery hmotny bod potiebuje k prekonani drahy d.S,

pohybuje-li se rychlosti v.

v \/29(ya —y)

Elementy ve vztahu (2.15)) je tfeba secist na celém intervalu < 0, xp >, coz se pro-

d VIty?
g VItV (2.15)

vede integraci obou stran rovnice na daném intervalu. Takto ziskame vztah, ktery

se pro nasledné feseni vhodné pojmenuje T (y,/):

, rB 1+y/2
= — dx. 2.16
T(y,y) / T (2.16)

]

Vztah (2.16]) popisuje, jak se bude ménit ¢as v zdvislosti na funkci y = y(x),
pricemz vztah (2.16]) je piimo zdvisly na obecné kiivce y a jeji derivaci y'. Ulohou
je najit takovou funkci y = y(z), aby byl ¢as minimélni. Na feSeni této ulohy

zameérime pozornost pozdéji.
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2.3 Retézovka

Ktivku nazyvanou retézovka lze vi-
y dét kuprikladu na vedeni elektrického
proudu, kdy je mezi dvéma sloupy
(pevnymi body, které nemusi byt

ve stejné vysce) zavésen v homogennim

tthovém poli drat s konstantni husto-

tou. Jakou kfivku takto zavéseny drat

za téchto podminek opise, je pravé stu-

Obrézek 5 Retézovka diem této klasické tlohy (viz obrézek [f).

Problém 2. V prostoru jsou ddny dva
body A a B, mezi kterymi je zavéSen tetéz (jehoZ clinky jsou nekonecné malé
a md dokonalou ohebnost). Popiste tvar funkce, kterou zavéseny tetéz v prostoru

zaujme.

Formulace ilohy. Obecné lze zvolit body Alxa,ya| a Blxp, yg], jak tomu je na ob-
rézku [p] Podobné jak tomu bylo u predchozi dlohy, ani v tomto pi{padé neovlivni

obecnost feseni, pokud se body pro jednoduchost presunou do A[0,y4] a Blxg,0].

Tvar takto zavéseného fetézu popisuje opét obecna funkce s charakteristickym
vztahem y = y(x). Protoze tetéz setrvava v klidu, zaujme stav s nejmensi moznou
potencialni energii, kterou uréime opét pro maly kousek fetézu pomoci jeho délky

a elementu hmotnosti

dE, = mgh = dmgy(z). (2.17)

Ve vztahu (2.17)) lze hmotnost kousku fetézu dm, déle popsat pomoci délkové hus-
toty n a délky dl fetézu, kterou lze popsat vztahem ((2.4)).

dm = ndl = n+\/1 + y2dx (2.18)
kdy (2.18)) dosadime zpét do ([2.17))

dE, = ngy(x)\/1+ y2dz. (2.19)
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Celkova potencidlni energie se opét obdrzi integraci vztahu (2.19)) podle z na celém

intervalu < 0,z >

zp
E, = 779/ y(x)v/ 1+ y'2de. (2.20)
0

Vyraz ([2.20]) popisuje vztah potencidlni energie v zavislosti na predpisu funkce a jeho

prvni derivaci, proto ho oznac¢ime &(y, /)

E(y,y') =ng /OxB y(r)\/ 1+ y2dz. (2.21)

]

Vysledny vztah (2.21)) popisuje zdvislost potencialni energie na obecné funkci y a je-

ji derivaci ' za podminky, ze zndme hodnotu délky zavéseného fetézu.

2.4 Izoperimetricky problém

Tato tloha je, jak jiz bylo zminéno v historické casti, znama i vyfesena prakticky
i bez znalosti varia¢niho poctu. Presto vsak obecné feseni spolu s dikazem, ze ta-
kova krivka vibec existuje, vyresil az svycarsky matematik Jakub Steiner roku 1838.
Ten zduvodnil intuitivni feSeni, ze uzaviena kfivka v roviné o délce [ by musela

zaujimat tvar kruznice, aby ohranicila maximalni plochu.

Problém 3. V roviné jsou ddny
body Ala,0] a B[b,0] a délkal. Naleznéte
funkci tak, aby pri jeji zadané délce |
ohranicovala spolu s osou x maximdlni

plochu S, za podminky, aby dand funkce

v

A[x,;0] %[XB;O] X zacinala v bodé A a kondcila v bodé B.

Obrazek 6: Izoperimetricka tloha Formulace tlohy. Na obréazku [6] je zné-
zornéno teoretické feseni obecnou kiiv-
kou f;. Kdyby hledany tvar byl

konkavni, znamenalo by to, ze uvnitt tvaru lze nalézt dva body C' a D tak, ze isecka

jimi urcend neni celd uvniti ohranicené plochy, a zaroven kazdou takovou pirimku
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lze posunout tak, aby se funkce dotykala pouze ve dvou bodech, jako piimka p
na obrézku [6] Okolo takové piimky p pak lze ur¢itou ¢dst uvaru prevratit a tim
danou ¢ast proménit v konvexni (isecka jiz je celd soucdsti utvaru), ¢imz by doslo
i ke zvétseni plochy, kterou chceme maximalni. Analogicky lze tento postup provést
na vSechny konkavni tseky obecné kiivky. Z tohoto usuzovani plyne, ze hledana

plocha je jisté konvexni.

V dalsim je tfeba zduraznit, na jakych parametrech je tato tloha zdvisld. Reseni
podstatné ovliviiuje velikost intervalu < a,b > a hodnota zadané délky [. Intui-
tivné je ziejmé, ze délka [ musi byt urcité delsi nez interval < a,b >, aby doslo
k ohranic¢eni néjaké plochy. Avsak pokud hodnota [ bude pouze o trochu vétsi, nez
zadany interval, pak bude feSenim ¢4st kruznice, kterd je na obrdzku [6] zndzornéna

funkci f1. V takovém ptipadé lze plochu pod funkei popsat vztahem

/ y(z)da. (2.22)

V obecnéjsim pripadé, kdy uz bude zadana délka [ mit mnohem vétsi hodnotu,

nez je velikost intervalu, nebude jiz feSsenim funkce, ale obecnéjsi kiivka.

O tom, zda vyslednda kiivka bude funkce nebo ne, hovoii tzv. izoperimetrickd
nerovnost. Tato nerovnost v roviné dava do souvislosti délku vzniklé kruznice a plo-
chu, kterou ohraniéi, tj. [ = 27r a S = 7r?. Pokud se ze vzorce pro obvod kruznice
vyjadii polomér jako r = %, ktery se nasledné dosadi do vztahu pro obsah kruhu.

Tak po drobné upravé se obdrzi tvar

I = 478, (2.23)

ktery rozdéluje mnozinu feSeni na jiz zminéné dvé ¢asti. Pokud [ < 47S pak
je fesenim funkce. Ale pokud se uvazuje obracend nerovnost, jde jiz o studium kfivky,
kterd funkei neni, a tedy nelze vyuzit funkéni zavislosti y = y(z), jak tomu bylo

doposud.

Studium kfivek v mnohém presahuje ramec této prace (parametrické vyjadrent,
odvozeni jiného vztahu pro délku kiivky, plochy pod ni a v neposledni fadé i sa-
motné feseni). Proto se zde zaméri pozornost na feseni vztahu (2.22)) za podminky,

ze vysledna ktivka je funkce.
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S(y):/ y(x)dx. (2.24)
[

Pro tento vztah ([2.24) je tfeba v dalsim nalézt funkei y = y(x), aby jeho hodnota

byla maximalni. Za podminky, ze je zadana délka [, kterou lze popsat vztahem ([2.4]).

2.5 Rotacni téleso

Tato tuloha mé své uplatnéni naprikladu pfi snaze o dsporu materialu, kdykoli
feseni problému zdleZ{ na tom, aby dané téleso mélo minimdlni povrch. At jiz jde

o pripadnou konstrukci néjaké mnadoby mnebo jinych obalovych materidlu.

Problém 4. Necht jsou v prostoru ddny
dva body A a B, které nemusi byt
vyhradné ve stejné vysce. Jakou funkci

budou tyto dva body spojeny, chceme-

li, aby po rotaci této funkce okolo vodo-

rovné osy x vzniklo téleso o neymensim

povrchu plasté?(viz obrdzek @

Obréazek 7: Téleso vzniklé rotaci okolo ] )
Formulace ilohy. Méjme na libovolném

o intervalu < a,b > zadanou obecnou

funkci y = 1y (z), kterd prochézi bo-

dem A = [avya] aB= [ba yB]'

Zkusime body A a B spojit piimkou. Na intuitivni predstavé lze usoudit, jaky
vliv by na povrch plasté méla funkce, ktera by méla funkéni hodnoty vétsi poptipadeé
mensi nez zminénd primka. Funkce s funkénimi hodnotami vétsimi by jisté pfi rotaci
ohranicila vétsi objem, a tedy i povrch, ale jelikoz v této tloze je cilem minimali-
zovat povrch plasté vzniklého télesa, lze predpokladat, ze funkce by mohla mit tvar

znézornény na obréazku [7]

Vztah pro povrch plast takto vzniklého télesa popisuje vyse odvozeny vztah (2.7)),
ktery plati pro libovolnou funkci. Cilem této tlohy je tedy nalézt takovou funkei,

pro kterou plati, ze vztah
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S(y,y) = 27T/ y(z)\/ 1+ y?(x)dx (2.25)

bude mit minimalni hodnotu.

]

Vysledny vztah (2.25) je stejné jako u predeslych vyslednych vztahu zdvisly

na predpisu funkce y a jeho derivaci 3.

3 Teoreticka priprava pro resSeni uiloh

Tato kapitola poslouzi jako prehled nezbytnych pojmu, na zdkladé kterych by mé-
lo dojit k pochopeni a rozsiteni zakladnich védomosti, které jsou potiebné k feseni
uvedenych tloh. Nejprve se v této kapitole pripomenou znalosti a prace s funkci
jedné proménné, které se nasledné do jisté miry zobecni, aby se daly v analogii

aplikovat na prostor funkei.

3.1 Porovnani funkce a funkcional

Variacni pocet studuje podminky a metody umoznujici nalézt maximalni nebo mi-
nimalni hodnotu funkcionalt, jez jsou napiiklad vysledkem tloh (2.16]), (2.21]), (2.24))
a (2.25) zformulovanych v minulé kapitole. Dalsi piiklady a podrobnéjsi studie

lze najit v literatute [1, [4].

Na prvni pohled by nemusel byt jasné patrny rozdil mezi funkcionalem a funkei.
Funkce je vyjddiend vztahem y = f(x), tj. ¢islu y je dle predpisu f prifazeno jisté
cislo.

Pro funkciondl je charakteristicka zavislost F = F[y(z)], kdy je ¢islo F ptifazeno
k néjaké funkei y(x) s uréitou vlastnosti, tj. funkciondl je definovany pfinejmensim
pro x € (a,b) a pro funkci y na tomto intervalu majici derivaci alespon stupné

n - mnozina takovych funkci y se znaci C".

Funkce mé za definiéni obor i obor hodnot podmnoziny redlnych ¢isel. Ale de-
finicnim oborem funkcionalu je jistd mnozina funkci a oborem hodnot je podmnozina

realnych ¢isel, kterych funkcional nabyva.
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Pii zobecnéni pojmu funkce a postupu pro hledéni jejtho extrému i pro funk-
ciondl, se do jisté miry objevi analogie pfi feseni extrému funkcionédlu. Proto se v dals{
¢asti nejprve pripomene postup pri hledani extrému funkce a zakladni pojmy s nim

spojené.

3.2 Extrém funkce

Definice extrému funkce zni: funkce f ma v bodé a € D(f) lokdini minimum,
jestlize existuje 6 > 0, Ze pro kazdé x z intervalu (@ — d,a + ) je f(x) vétsi nebo
rovno nez f(a). A funkce f méa v bodé a € D(f) lokdlni mazimum, jestlize exis-

tuje > 0, ze pro kazdé z € (a — 6,a +9) je f(z) < f(a).

Volnéji feceno lokalni extrém funkce v bodé a z definicniho oboru funkce je ta-
kovy bod, ktery mé funkéni hodnotu nejvétsi nebo nejmensi v porovnani s libovolné
zvolenym bodem z z okoli bodu a. Z duvodu, ze libovolné zvolené okoli § bodu a
musi byt z defini¢niho oboru funkce, lze mluvit o extrému funkce jen ve vnitinich

bodech definiéniho oboru, tedy nikoliv v krajnich bodech.

3.2.1 Prvni derivace

Derivace funkce v bodé je definovana jako pomeér zmény funkéni hodnoty na zmeé-
né nezavislé proménné x. Derivace tedy popisuje, jak se zméni funkéni hodnoty

funkce pokud dojde v definiénim oboru funkce ke zméné hodnoty x o dz, tj.

d_y = lim % = lim f(o+ Bz) — f(z)
dr Az—0 Ax  Az—0 Ax

(3.1)

V piipadé, kdy by se hledal extrém funkce jedné proménné y = f(z), spocitala
by se nejprve prvni derivace ¢y’ = f’(x) studované funkce na intervalu z definiéniho
oboru, kde je funkce spojita. Tato derivace by se polozila rovna nule a vypocitaly

kofeny (pokud existuji) vzniklé rovnice, ¢imz by se ziskaly tzv. staciondrni body.

Takové body se nékdy nazyvaji téz podezielé z extrému, protoze v téchto bodech
muze byt extrém funkce, ale nemusi. Nicméné staciondrni body rozdéli definiéni
obor na nékolik intervalu, kdy z kazdého lze zvolit reprezentanta x, ktery se dosadi

do ziskaného vztahu pro prvni derivace y' = f'(x).
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A Pokud v tomto bodé bude vyraz
kladny (zaporny), je na celém intervalu
studovand funkce rostouci (klesajici).

Ve stacionarnim bodé, kde se nachazi

lokdlni minimum (lokdlni maximum)

studované funkce je na predeslém

v

a b X intervalu funkce klesajici (rostouci)

a na néasledujicim intervalu rostouci

Obrézek 8: Tecna v bodé extrému o . L,
(klesajici). V takovém staciondrnim

bodé jiz se dany bod muze oznacit za lokalni extrém funkce.

Geometricka interpretace derivace je smérnice teény v daném bodé. Te¢na v bodé,

kde se nachézi extrém funkce, ma smérnici nulovou (situace je znidzornéna na ob-

razku .

3.2.2 Druha derivace

Pokud neuréi jednoznaéné extrém funkce prvni derivace, postupuje se déle pii hle-
dani extrému s druhou derivaci y” a to zejména proto, ze prvni derivace je ¢asto
oznacovana pouze za nutnou podminku, ale postacujici podminku pak tvori az zavery
z druhé derivace. Nalezenim kofenu rovnice slozené z druhé derivace polozené rovné
nule, se ziskaji tzv. inflexni body. Tyto body opét rozdéli definiéni obor funkce na in-
tervaly, kde stejnym zpusobem jako u prvni derivace lze urcit, zdali je na intervalu
funkce kladnd (zdporna). Pak je funkce konvexni (konkdvni) na daném intervalu,
coz je vidét i na grafu funkce, kdy pokud je v daném bodé graf funkce nad
svoji tecnou, pak je konvexni a naopak. Dosadi-li se do vztahu pro druhou deri-
vaci kofeny rovnice z prvni derivace, tak podle znaménka ziskané hodnoty lze typ
extrému v daném bodé také urcit. Pokud je druhd derivace v bodé kladnd (zaporné)

nachdzi se v bodé lokalni minimum (maximum) studované funkce. [7]

3.3 Extrém funkcionalu

Podobné jako u funkce jedné redlné promeénné se také u funkciondlu hovori
o lokalnim extrému, ktery je nékdy ve variacnim poctu oznacovan jako relativni

extrém, jehoz definice je na prvni pohled podobné jako u funkce.
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Funkcional F nabyva lokalnitho maxima na mnoziné C™ pro kazdé y, jestlize
y € C"a F(y) < F(y) pro vsechna g € UNC", kde U je néjaké okoli funkce y

(a pro lokdlni minimum funkciondlu by platila obracend nerovnost F(9) > F(y)).

Lokalni extrém funkcionalu je do jisté miry analogii extrému funkce. Avsak

pojem okoli funkce nemusi byt jasné srozumitelny v porovnéani s okolim bodu.

Pokud je velikost funkce popsand jako nejvétsi hodnota z funkénich hodnot, tj.

|flo = max|y(z)[; = € (a,b). (3:2)

Pak okolim funkce y lze chéapat jako vSechny funkce majici od y malou vzdalenost,

tj.

Uo(y) ={y : |9(z) —y(z)] < 0} (3.3)

Jinymi slovy, fekneme, ze funkce y mé ve svém blizkém okoli funkci ¢, pricemz
vzdalenost jejich funkénich hodnot je malé ¢islo. Takové funkce g z okoli se pak

nazyvaji blizké, malo odlisné, nebo sousedni s y nultého tadu.

Néekdy se také klade za pozadavek u sousednich kfivek, vedle blizkosti argu-
mentu z, aby mély také maly rozdil smérnic tecen (tedy prvni derivace) v tomto

bodé.

|11 = max{|y(z)[; z € (a,b)} + max{[y/(z)]; = € (a,b)}. (3.4)

V takovém pripade se pak kiivka ¢ nazyva
blizkd ve smyslu prvniho fadu k funkci y. A
okolim U; funkce jsou pak vSechny kiivky g
nachézejici se v blizkosti prvniho fadu (obdobné

tomu je pro vyssi rady).

A Na obrézku [9] jsou zndzornény oba typy vyse

zminénych kiivek. Kfivky mezi body A a B lezi

S
Cd
X e 7’ ~ /7 . . ~ 7
v sousedstvi nultého fadu, ale nikoli uz prvniho

Obrézek 9: Sousedni kiivka fadu, jako je tomu u kiivek mezi body C a D.

U prvni dvojce kiivek se u jednotlivych bodu
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(prislusnych stejnému argumentu) smérnice tecen lis{ podstatné v porovnani s abso-
lutnimi hodnotami nultého radu, ale u kiivek mezi body C' a D nedochézi k takovym
zménam mezi vzdalenosti nultého a prvniho fadu, z ¢ehoz plyne, ze pokud kiivka

lez{ v blizkosti libovolného vyssiho fadu, lezi i v blizkosti vSech nizsich fadu. [4]

3.4 Nutna podminka extrému

Pted zavedeni této podminky pro funkciondl je nutné ctenafi rozsitit predstavy

o nékterych pojmech, které byly pouzité pro hledani extrému funkce jedné proménné.

3.4.1 Zobecnéni derivace

Aby doslo k pochopeni podminky extrému funkcionalu je zapotiebi zobecnit
pojem derivace funkce v bodé. Protoze v definici uvedené vztahem (3.1)), dochézi
ke zméné proménné x, pouze specialnim piipadem ve sméru osy x. Aby informace

N

delova situace mapy.

Na mapé, ktera zobrazuje realny prostor na papir, je kazdy bod X urcen dvéma
souradnicemi (z,y) a nadmoiskou vyskou f(z,y). Na takové mapé jiz neni nutné
se pohybovat pouze ve sméru pomyslné osy z, ale mozny rovhomeérny a piimocary

pohyb muze byt ve sméru libovolného vektoru h.

Otézka zni, jaka je slozka vertikalni

y rychlosti, kterda je rychlosti zmény
nadmotské vysky (rychlost kleséni,

stoupani). Ta zavisi na povaze terénu

(funkci f) a také na horizontalni rych-

fth losti (vektoru h). Tato rychlost bude

jisté dana pomérem velikosti drahy

X za ¢as. Bude-li pocatecni (v case t = 0)
Obrazek 10: Vrstevnice na mapé bod na mapé X' = (xo, yo) 0 nadmorské

vysce f(xo,%0), za ¢as t dojde na mapeé
k posunu na bod zy+th o nadmotské vysce f(zo+th). Pak hledany pomér popisujici

rychlost pro velmi malé ¢ je
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X +th)— f(X
fj X ) = F(X) (3.5)
t—0 t
coz popisuje okamzitou rychlost v bodé X. Takova derivace funkce f v bodé X

ve sméru vektoru h se nazyva kratce smérovd derivace. [2].

Analogii vztahu (3.5)) s funkef jedné proménné lze i snadno ovérit. Pokud se bude
t = Ax ah = (1,0), bude vztah (3.5) totozny s (3.1)), pujde tedy o derivaci funkce

podle proménné x.

Zobecnénim takové modelové situace ze dvou souradnic lze provést analogicky

do prostoru, kde bude mit vektor obecné slozek n.

3.4.2 Variace funkcionalu

Podobné jak tomu bylo u hledani extrému funkce jedné proménné, kde nutnou
podminkou pro nalezeni extrému byla nulovd prvni derivace v tomto , je u funk-

cionalu tato podminka dosti podobna.

Nutna podminka pro extrém funkcionalu volné fec¢eno zni, ze mame-li funkcional
F, do kterého dosadime néjakou funkci f sousedni funkci f, ve které ma funkcional
extrém, pak plati:

5F = F(f) = F(f) = 0. (3.6)

Coz volnéji feceno znamend v analogii funkce vice proménnych, ze pokud ma
byt na kopci extrém, pak kdyz dojde k fezu kopce rovinou v libovolném smeéru,
ziskd se na roviné graf funkce jedné proménné, kterda musi mit v misté kopce de-
rivaci rovnou nule. A namisto derivace ve vSech smérech se u funkcionédlu pouziva

pojem wvariace.

Podobné jako u hledani extrému funkce jedné proménné, pokud se najde jasné
feSeni z prvni derivace, neni tfeba fesit druhou derivaci. Pravé z téchto duvodu
se postacujici podminka ¢asto ve studijnich textech vynechava a v této praci tomu

bude obdobné. Nicméné je spolu s dalsimi piiklady k nalezeni v literature [4].

3.4.3 Odvozeni Euler-Lagrangeovy rovnice

Pti formulaci zakladnich iloh variaéniho poctu, byly odvozené funkcionaly zavislé

na funkei y = y(x), kterd spojuje body Ala, 0] a B[b, 0]. Také mély tvar slozeny z in-
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tegralu takové funkce y. Zde si ukazeme, jak by se hledalo obecné teseni takového

funkciondlu.

Méjme obecny funkcional F, u kterého se hleda lokalni extrém. Déle je mozno
predpokladat, ze tento extrém se bude realizovat na funkci y = y(z), tedy lze psét

obecny funkciondl tvaru

F(y) :/ F(z,y,y )dz. (3.7)

Nutnou podminkou pro existenci lokalntho extrému je, ze variace tohoto funk-
ciondlu musi byt rovna nule, coz ozna¢ime 0. F = 0. Déle lze predpokladat, ze pokud
y je stacionarnim fesenim funkcionalu, bude se v okoli této funkce nachazet funkce

k ni blizkd g, ktera je totoznéd pouze v bodech g(a) = y(a) a g(b) = y(b).

Nyni muzeme blizkou funkci g psat ve tvaru prirustku funkce y, coz jde také

zapsat jako

g, e) = y(x) +en(x) = y(x) + oy(x) (3-8)

kde ¢ je malé ¢islo a dy predstavuje variaci hledané funkce y(z). Z ¢ehoz lze vyjadiit

variaci funkece y(x) jako

oy(z) = §(x,e) —y(r) =9 —y = en(x). (3.9)
A pro specialni pripad, kdy € = 0 pak bude platit, ze blizka ktivka g se bude rovnat

stacionarni funkci y. Zavedeme si:

b b
Fly+en) = Be) = / Fla,y +en, (y + en))de = / F(e.9, (§))dz,  (3.10)

kde pro pifpustnou funkci  plati n(a) = n(b) = 0. Cimz se situace z hledani extrému
funkcionalu prevedla na hledani extrému funkce ®(¢), pro kterou plati, ze pokud se &
blizi k nule, pak ¢ se blizi k y, ve které ma funkcional extrém, coz muzeme zapsat

ve tvaru

5F = F(§) — Fly) — 0, (3.11)
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coz plati, pokud € — 0, tedy

dd(e)
de

=0 (3.12)
e=0

provedem tedy takovou derivaci funkcionalu (3.10)), pomoci slozené funkce, jako

dd(e) b(OF dy OF dy
= — -~ )d 3.13
de / (ag i oy de )™ (3.13)

coz lze dale upravit na tvar

"OF oF
14
| G+ G, (314)

ktery se podle (3.12) a (3.14) rovnd nule.

Dale jde (13.14]) rozdélit na dva integraly, protoze integral ze souctu funkef je to sa-

mé, jako soucet integrélu z jednotlivych vyraziu:

boF boF
d
AR T

(n")dx = 0. (3.15)

Jelikoz je nutnou podminkou extrému, ze ¢ = 0, muzeme v rovnici (3.15]) nahra-

dit ¢ resp. ¢ piimo hledanou funkei y resp. y':
y y

bOF bOF

el = (r =0. 1
r (n)dx + ) ay/(n)dm 0 (3.16)

Nyni by bylo dobré, aby se v kazdém z integralu nasel spoleény clen, ktery

by se dal vytknout, tim by se nasledné vyuzilo toho, Ze se takovy vyraz rovna nule.

Tento postup je znamy i pii upravovani jednodussich vyrazu, protoze pokud je
néjaky vyraz slozen ze dvou ¢lenu, které se maji rovnat nule, pak se aspon jeden
z nich musi rovnat nule, tj. polozi se kazdy nule zvlast. Kdybychom se pokusili
tento postup aplikovat i zde, musel by se jeden z integralu ve vztahu (3.16)) upravit,

zkusme tedy nejprve upravit druhy integral.

Déle budeme tedy pracovat jen s druhym integralem ze vztahu (3.16)), oznacme

jej In:

b
12:/ 8—F(n')da: (3.17)



Pokud vidime integral slozeny ze soucinu dvou ¢lent, je vhodné pouzit metodu

per-partes, pro kterou je znam vztah:

/ab w' = [uv]’ — /abu"u. (3.18)

Jiz. z vyrazu(3.18) je vidét, ze pokud se vhodné zvoli substituce, tak meto-
dou per - partes sice vznikne opét integrédl, ale dojde k upraveni z v’ na v, coz
by se velmi hodilo i pro vyraz (3.16)). Pokud by se v integralu I proménilo 1’ na 7,

mohl by se tento ¢len z obou integralu vytknout.

Zavedme tedy substituci

OF
U= oy v =1 (3.19)
a tuto substituci (3.19) dosadime do vztahu (3.18]). Z ¢ehoz ziskdme
oF 1" (" doF
L= |%g - 252 3.20
=[]~ [ o 320

kde ¢len v zavorce je roven nule, protoze, n(a) = n(b) = 0, takze puvodni I, se

podaiilo upravit na tvar

b
I, =— ——nd 21
2 /a dx@y’n v (3:21)

takto upraveny (3.21)) se dosadi zpét do ((3.16))

b b
oF /daF (3.22)

i a—y(ﬁ) T — @8_1/

7 (3.22) nyni vytkneme 7 z obou integralii a vyuzijeme obracené jiz pouzité

podminky, ze soucet integralu je integral souctu

brOF  d OF
or. 4o -0 2
/a (3y dx (93/) iz (3.23)

Nyni jiz lze vztah (3.23) rozdélit na dva vyrazy, které se rovnaji nule, coz byl
zamér. Jeden z nich je n = 0, ale jelikoz je n libovolna funkce, tak tato situace nikdy

nemuze nastat. Druhy vyraz je:
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= _ 27 . (3.24)

Tento vztah je nutnou podminkou pro nalezeni extrému funkcionalu a byva

obvykle nazyvan Euler-Lagrangeova rovnice.

4 Reseni klasickych tdloh

V této kapitole budou s jistou mirou podrobnosti vyfesené funkcionaly ([2.16)),
@21), (2.24), (2.25), které jsou vysledkem formulace jednotlivych tloh. Resenf je

sice v jisté formé k nalezeni ve velké c¢asti literatury s tématikou varia¢niho poctu,
ale vétsinou jde o strucny a méné vysvétleny postup. Takovy postup vSak ma svoji
ulohu jen jako kontrola prubéznych vysledku, nicméné k vysvétleni jednotlivych

kroku je nedostacujici.

Postup teseni bude u jednotlivych iloh zna¢né analogicky. Cilem je nalézt urcity

extrém vztahu (2.16), (2.21)), (2.24)), (2.25)). Proto je v prvé radé tieba sestavit Euler -

Lagrangeovy rovnice, kterda prevede tvar integralntho funkcionalu na diferencialni
rovnici. U takové rovnice se pak mnohdy hledd feSeni snadnéji. Zaroven by se jisté
dalo vhodné vyuzit faktu, ze vSechny c¢tyii funkciondly nejsou explicitné zavislé na
x.

Uvazujme déle takovy funkciondl F(y,y’), ktery neni explicitné zavisly na z

a provedme nyni derivaci funkce F' v integralu funkcionalu pomoci pravidla o deri-

vaci slozené funkce (tj. postup pripomind rozsiteni zlomku).

d oF oy OF oy

—F(y(x),y (2)) = — =% + — = 4.1

- F(y(2),y'(2)) oy 0 0y 01 (4.1)
nyni se muze (4.1 upravit pomoci substituce ' = % ay’ = %—?i/ na tvar

d _aF/ a_F//

—F=— : 4.2
dz oy * oy’ Y (4.2)
Pouhym preskupenim ¢lenu v (4.2) lze ziskat nédsledujici rovnost
or d oF
"= —F+ ! (4.3)

ay? T oy
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pred pouzitim (4.3)) zaméfime pozornost jesté na jednu identitu z této problematiky.

Provedeme nésledujici derivaci soucinu, podle vztahu uwv = v'v + uv’

A (OFY _OF L d (0F) "
dx y@y’ _8y’y dx \ Oy’ v '

z tohoto vztahu (4.4)) nyni vyjadiime stejny ¢len jaky je vyjadien v (4.3) na levé

strané rovnosti

OF ,_d (9F\  d( oF -
6y’y ~dx \ Oy dx y@y ' '

Cimz se ziskaly dva vztahy ([£.3)) a (4.5), které maji totoznou levou stranu své rov-
nosti, takze 1ze dosadit jeden za druhy a tim porovnat i pravé strany vyse uvedenych

rovnosti.

d . OF , d(0F\, d [ ,0F
& oy _dl’(ay’) dw(y 8y> 48)

v takto vzniklém vztahu (4.6) lze opét pouhou zaménou poradi jednotlivych clenu

ziskat

fotEE-E) e
pokud si dukladné prohlédneme, zjistime, ze na pravé strané rovnosti se objevil
tvar Euler-Lagrangeovy rovnice totozné s . A jak jiz bylo nékolikrat zminéno,
tento vztah musi byt roven nule, aby funkcional F mél na funkci y extrém.

Zajisté neni pochyb, ze tomu tak musi byt i pro F(y, v'), které explicitné nezavisi

na z. Pokud se tedy prava strana rovnosti (4.7)) rovné nule, rovnost (4.7)) upravit

na tvar
d d (OF
—F-——( =) =0 4.8
dx dz (8y’)y (48)
a po vytknuti stejného ¢lenu v (4.8)) i jednodusi tvar
d oF
— | F——¢ ) =0. 4.9
dx ( oy’ > (49)

Pokud jesté rovnost (4.9) zintegrujeme na obou strandch podle proménné z,

ziska se vztah
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F—y (a_y'> = 1. (4.10)

kde c; na pravé strané je integrac¢ni konstantou. Tato rovnice je casto oznacovana

jako, tzv. Beltramiho identita. [10]

Rovnice (4.10)), predstavuje Euler-Lagrangeovu rovnici pro F(y,y’). Sestaveni

takové rovnice je v porovnéni s ([3.24)) mnohem jednodusi a numericky méné narocné.

Daéle uvedené postupy teseni budou v prvé fadé smérovat k sestaveni rovnice
. Tato rovnice se bude postupné co nejvice zjednodusovat, az se nakonec upravi
do podoby, kdy pujde za vy’ prehledné dosadit vztah z definice derivace. Ndsledné
se rovnost zintegruje, ¢imz se pozornost feseni obrati zase na pocitani vzniklého

integralu.

7 vyse uvedeného postupu vedouciho k feSeni jednotlivych tloh je patrné, ze
vysledek neni mozné ziskat hned po nékolika tpravach. Proto nejsou v kazdém
z TeSeni obsazeny naprosto vSechny vypocty, ale kazdy krok je pfinejmensim fadné

okomentovan tak, aby bylo patrné, co se mezi jednotlivymi dpravami pozménilo.

4.1 Reseni tlohy o brachistochroné

Vysledkem formulace této ulohy, byl vztah ([2.16)), ktery ma tvar

, rB 1+y/2
T (y, = —dx. 4.11
©:9) /0 29(ya—y) (4.1)

Reseni: Nejprve je tieba sestavit rovnici ([#.10). Coz znamend konkrétné vypocitat
derivaci funkcionélu podle 3. Pro prehlednéjsi provedeni derivace, lze (4.11]) upravit

na podil dvou odmocnin

0o V29(ya—y)

V dalsim (4.12)) je vhodné upravit podil na soucin, ktery se prehlednéji derivuje

T(y,y) = da. (4.12)

AN o 1 12 T
T(y,y)—/o —\/m\/l—i—y dz. (4.13)
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Nyni se vyraz (4.13) zderivuje podle proménné 3’ a po drobné vipravé se obdrzi

vztah

orT 1 Yy’
% \V2glya—9) V1+y?
Ziskany vztah , je chybéjici ¢len, ktery je tieba k sestaveni rovnice .
Sestavime tedy rovnici pro konkrétni funkcional .

1 12 1 /
V-t / Y (4.15)

20(ya —y) V29(ya —y) V1 +y?

S takto ziskanou rovnici (4.15)) lze déle pracovat, jako s kteroukoli jinou rovnici

(4.14)

s odmocninou. Zajisté ji lze zbavit jmenovatele vynasobenim obou stran rovnice

spolecnym jmenovatelem. Ten mé v tomto pripadé tvar soucinu dvou odmocnin, tj.

V1+ 9% /29(ya — y), z cehoz lze ziskat

\/1 + 9’2\/1 +y” =y = e 1+ 29(ya —y). (4.16)

V (4.16) se na levé strané rovnosti upravi odmocniny na

1+y” =y = /1+ vV 29(ys — y). (4.17)

/7 . /7 v ~ 7/ 2 . ’
V takovém tvaru rovnice (4.17) se na levé strané vyrusi 3, tedy rovnice mé

tvar

1=cy/1+y2v29(ya —y). (4.18)

Pro odstranéni odmocnin v (4.18]) 1ze rovnici umocnit na druhou a tim ziskat

1 =2ge*(1+y%)(ya — ). (4.19)

V (4.19)) lze prevést konstantni ¢leny na jednu stranu rovnice, tj.

=(1+y))(ya—y). (4.20)

01229
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Na levé strané rovnice (4.20]) tak vznikl clen, ktery je stéle konstantni, proto jej

pro jednodusi zapis lze oznacit jako 2cs:

2 = (1+4y)(ya—y). (4.21)

7 ([@.21) se odstrani zévorky a poté vyjadif /%, déle jesté zvolime souradnicovy
systém taky, aby ya = ¢, tj.

Co—UY

po odmocnéni vztahu (4.22)) vznikne na levé strané plus a minus odmocnina ze zlomku.

Podle znaménka se nyni teSeni rozdéli na rostouci a klesajici usek. Dale lze po-

kracovat na klesajicim tseku (protoze hleddme minimum), z ¢ehoz vznikne:

! 62+y
y =- :
Co—Y

vztah (4.23]) upravime tak, aby na jedné strané byly ¢leny s y

C2—Y ,
\ Ty = —1. 4.24
o yy ( )

Do (4.24]) nyni 1ze za y’ dosadit z definice derivace vztah dy ku dz

(4.23)

02—9@:
co +ydx

~1 (4.25)

vztah (4.25) upravime, aby na jedné strané byly vSechny ¢leny s proménnou y

a na druhé s =

Co—UyY
c2t+y

dy = —dx. (4.26)

Obé strany (4.26|) zintegrujem podle danych proménnych na kazdé strané rovnice

Co—Y
dy = — | dzx. 4.27
2 Yy / (4.27)

Integrace pravé strany rovnice (4.27)) lze jiz uréit z tabulky, tj. —x — c3. Ale
integral na levé strané je tieba upravit dal, proto jej oznacime I,. Déle zlomek pod

odmocninou rozsitime a zapis jesté upravime nasledovné
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I = /,/ Yy — /,/ A yd / 622_ . (4.28)
co+y Co+YC2— Co ‘H/

V tprave I, z (4.28) 1ze déle pokracovat rozdélenim odmocniny na podil ze dvou

odmocnin a pfipadné dalsi upraveni na

I — / V(e - / (4.29)
co? + y? Veo? + Z/
Vysledny vztah (4.29)) 1ze rozdélit na dva integraly
C2 Y
I = /—dy - / S (4.30)
\/022—|—y2 \/022+y2

Pokud v (4.30)) se z prvniho integralu vytkne ve jmenovateli c3? z odmocniny, coZ
se muze napsat pred ni jako ¢,. Jde o tabulkovou hodnotu funkce arccos( %) a druhy
integral se bude dale fesit metodou per partes podle vztahu (3.15)) se substituct

/
\/622+y

. Takto lze ziskat

I, = —arccos LA Ve? — 1yt (4.31)
Ca

Vztah (4.31) se déle dosadi zpét do vztahu (4.27)), kde jiz integracni konstanta

je, proto neni tieba psat dalsi u I, a lze rovnou psat

— arccos L + Vel —yt=—r—c3 (4.32)
C2

Nyni se zavede substituci a to nejlépe tak, aby jeji soucasti byla inverzni funkce
k arccos % Tedy vhodné se zda byt substituce y = cocost, kterou lze (4.32)) upravit

na

—t+ V1 —cos’t=—x —c3 (4.33)

kde vyraz pod odmocninou je pouze jinak zapsany vztah pro sint?, ¢imz se dale

vztah (4.33)) upravi

—t+ cosint = —x — cs. (4.34)
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Z vztahu (4.34)) 1ze jiz vyjadiit x v zavislosti na substituci y = cycost

T =1—cosint — c3 Y = cocost (4.35)

kde ¢y a c3 jsou integracni konstanty, které se urci z pocatecnich podminek. O]

Tento ziskany vztah (4.35)) popisuje funkci nazyvanou jako cykloidu. Takovou

funkci opise hmotny bod umistény se kruznici, kterd se kutali po piimce.

4.2 Reseni ilohy o retézovce

Vysledkem formulace této ulohy byl vztah (2.21]), ktery mé& tvar

Ey,y) = ng/ yv1+y2dw. (4.36)

0
kde konstanty ng neovliviiuji dalsi obecné feseni, proto s nimi neni nutné dale

pii hledani extrému funkcionalu pracovat.

Pro (4.36]) chceme najit extrém za podminky, ze je zadané [, které lze popsat

(2.4)

Tp
[ = / V' 1+ y2dx = konst. (4.37)
0

Resend: Pred samotnym fesenim je nejprve tfeba sloucit funkcional (4.36) a pod-
minku (4.37)) do jednoho pomocného funkciondlu P a to lze pomoci redlného ¢isla
A jako

B
7?_/ yvV14+y?2+ /1 +y?de (4.38)
0

kde (4.38)) se ddle upravi na

P = / Yy I+ e (4.39)

Nyni lze vztah (4.39)) zderivovat podle proménné i/, coz je potieba pro sestaveni

rovnice (4.10)
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oP '
__(Z/"‘)\)y—,-
V1+y?

= 4.40
ay/ ( )
Pomoci ziskaného vztahu (4.40)) jiz 1ze sestavit rovnice (4.10)), kterd mé tvar

/
(y + )\) 1+ y'2 - y'(y + )\)%y/z = Ci. (441)

Sestavend rovnice ([4.41]) se dale upravuje tplné stejné jako kterdkoli jina rovnice.
Nejprve se odstrani jmenovatel, tj. rovnice se vynasobi /1 + y'2

(y+ VVI+y2V1T+y2 =y (y+)) = V1 +y2 (4.42)

V (4.42)) se na levé strané rovnosti upravi odmocniny na

Y+ N1+y%) -y (y+A) =cy/1+y2 (4.43)

rovnost (4.43) 1ze dél upravovat. Rozndsobenim zavorek a piipadnym odectenim
stejnych ¢lentt s opaénymi znaménky, tj. yy'? a A\y'2, ¢mz se ziskd zase o trochu

zjednoduseny tvar rovnice

y+A=cvV1+y2 (4.44)

z které se nasledné odstrani odmocniny, tj. rovnici (4.44) umocnime na druhou,

7 ¢ehoz lze ziskat

(y+ N2 = 2(1+ 7). (4.45)

Upravou (4.45)) 1ze rovnici déle zjednodusit rozndsobenim pravé strany rovnice

a naslednou eliminaci ¢lenu s ¢’ na jednu stranu. Takto se ziska vztah

e’y = (y+ A — e’ (4.46)

kam se prehledné za 1y’ dosadi podle definice derivace vztah dy ku dx.

dy?
2 _ 2 2
C1 @ = (y + )\) —C1 . (447)
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Ziskand rovnice (4.47)) se ddle upravuje tak, aby na jedné strané zustaly ¢leny s

x a na druhé s y, tj.

2
€1 2 2
CESNE Cl2dy =dx (4.48)

a nyni se jesté obé strany rovnosti (4.48) odmocni

&1
(Y + )2 —c,?

dy = dux. (4.49)

Rovnici tvaru (4.49) je mozné zintegrovat podle jednotlivych proménnych na

kazdé strané

(4.50)

c
/ . dy = / dx.
vV (y + )\)2 — 012
V této ¢ésti je tieba vytesit oba integrdly rovnosti (4.50)), které si vsak nezadaji
dalsi upravu, protoze jsou uvedené v tabulce derivaci, podle které se oba integraly

upravi na

A
clargcoshy =T+ ¢, (4.51)

1

coz se déle upravi vydélenim rovnice (4.51]) konstantou ¢;

A
argcoshy TA_rre : (4.52)
C1 C1

aby doslo k vyjadfeni y, musi se na rovnici (4.52)) aplikovat inverzni funkce,

kterou je pro argcosh funkce cosh

C1 1

y+A = cosh (x+62) (4.53)

z takové rovnice jiz se y vyjadii snadno. Je tieba vynasobit (4.53) konstantou

¢ a nasledné odecist A

y = —A+ cycosh (m i 02) (4.54)

C1
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Vztah je funkce, popisujici zavéseny tetéz, takova funkce se nazyva hy-
perbolicky cosinus. Hyperbolické funkce jsou do jisté miry analogii se znaméjsimi
goniometrickymi funkcemi. Podobné jak sinus a cosinus definuji body jednotkové
kruznice, tak hyperbolicky sinus a cosinus definuji body pravé ¢asti rovnoosé hyper-

boly.

4.3 Reseni izoperimetrického problému

Vysledkem formulace této tlohy byl vztah (2.24)) tvaru

b
St) = [ e (4.59)
ktery je tfeba vytesit za podminky, ze délka hledané funkce ma konstantni délku [

popsanou vztahem ([2.4))

- /b\/1 2 (2)de (4.56)

Resend: Pied sestavenim rovnice (4.10)) je tfeba vyse uvedené funkcionaly (4.55) a

(4.56|) opét sloucit pomoci realného ¢isla A do jednoho pomocného funkcionalu P

b
Py y) = / Y+ A1+ y%da. (4.57)

Na funkciondl (4.57)) v takovém tvaru, uz lze provést prehledné derivaci podle v/,

ktera je tfeba k sestaveni rovnice (|4.10))

oP _ N (4.58)

2 1+ y?

z ¢ehoz jiz se sestavi rovnice (4.10]) jako

Ay
y+)\\/1+y'2—\/%:cl. (4.59)
y

S rovnosti (4.59) se bude déle pii ipravé postupovat jako pti feseni jakékoli jiné rov-

nice s odmocninou. Nejprve se odstrani jmenovatel, tj. vyndsobime rovnici /1 + 1'2.

UVI+y2 + M1+ 921 +y2 =My 2 =1 /1+ 92 (4.60)
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kde se odmocniny déle upravi na

yV1+y2+ A1 +y?) =My =1 +y? (4.61)

po roznasobeni zavorek v (4.61)) a ptipadném vyruseni ¢lenu s opacnymi znaménky

se ziska tvar rovnosti

yV1+y?2+A=cv1+79y7?, (4.62)

kterd se déle zjednodusi opétovnym vynésobenim /1 + 3’2 a tim dojde k vyruseni
odmocniny u levého ¢lenu rovnosti (4.62)) a u konstanty c¢;. Pak ma rovnost tvar

A

V1+y?

coz je diferencialni rovnice, u které nelze dédle pokracovat, jak tomu bylo u predchozich

) + = C1, (463)

prikladu, za pomoci substituce y ziskané z definice derivace. Protoze v tomto konkrétnim

piipadé by se nepodafilo eliminovat proménné y a x kazdé na jednu stranu.

~ 7 . .o . . . H t ’ ’ ’
Ale postaci zvolit jinou substituci a to 3’ = =, ktera se dosadi do (4.63). A tim

st ?

se ziska

A
Y+ —— =y (4.64)

sin’t

1+ cos2t
Rovnost (4.64) se upravi sectenim clenu pod odmocninou na spole¢ného jmeno-
vatele a nasledné se vyuzije goniometrického vztahu, ze sin®t 4+ cos’t = 1. Takto

zjednoduseny vztah ma tvar

y — c1 = Acosnt (4.65)

z kterého jiz drobnou upravou je mozno vyjadrit y.
Aby se ziskal vztah i pro z je tfeba (4.65) zderivovat podle tabulkovych hodnot
dy sint

a pak dosadit zderivovany tvar do zavedené substituce =% =

o = 2. Po separaci dz lze

vyraz lehce zintegrovat a tim ziskat

T — co = Asint. (4.66)
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Pro separaci parametru ¢ ze ziskaného reseni, je tfeba soustavu rovnic (4.65) a (4.66)

umocnit na druhou a secist pravé a levé strany umocnénych vztahu, ¢imz se obrdzi

(z—c2)?+ (y—c1)® = N2 (4.67)

]

Tento vztah (4.67)) je rovnice pro kruznici o stiedu S|cy, ¢2] a poloméru A, které

by se numericky dopocitaly z pocatecnich podminek.

Cimz se vlastné potvrdila intuitivné zndmé skutecnost. Ma-li zadand délka
funkce ohranic¢it maximéalni plochu, bude mit tvar kruhu.
4.4 Reseni tlohy o rota¢nim télesu

Vysledkem formulace této ulohy byl vztah (2.25]), ktery mé tvar

b
S(y,y) = 27?/ yv 1+ y?de. (4.68)

kde v (4.68) je 27w konstanta, tak ji nechdme pred integralem, protoze nemé&

zasadni vliv na reSeni.

Resend: Ze vztahu (4.68) se provede nejprve derivace, ktera je potiebnd pro sestaveni

rovnice (4.10)), tj.

oS !
=W (4.69)
AW 1+y?
pomoci (4.69) jiz lze sestavit rovnici (4.10)
; yy'
yvV1+y?—y———=c 4.70
Vity: @70
v (4.70) se nésledné odstrani jmenovatel rovnice
yVI+y2V1+y? —yy? = /1 +y? (4.71)

pak se v rovnosti (4.71)) upravi odmocniny na
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y(1+y2) —yy? =c/1+y2 (4.72)

7’ ~ 7’ 4 ’ ~ 7/ ~ ~ / ~ /7
Na levé strané vztahu (4.72) se roznasobi zdvorka, ¢imz se ¢len yy 2 vyrusi. Takto

zjednoduSend rovnce ma tvar

y = Cl 1 + y/2. (473)

Umocnénim vztahu (4.73) na druhou se odstrani zbyvajici odmocnina

v =cl+y?), (4.74)

kdy po roznasobeni zavorky v (4.74) se dd ¢ vyjadrit jako

Ay? =2 -3 (4.75)
Za 1y dosadime do (4.75)) podle definice derivace vztah dy ku dx

dy?

2 _ 22

Cl@ =Y —C. (476)
Dale v (4.76) separujeme proménné, tj. vynasobime rovnost dz? a vydélime

pravou stranou

2d 2
O~ e, (4.77)
Yy =
rovnost (4.77) odmocnime
ady  _ gy (4.78)
y? —cf

Nyni se zintegruji obé strany (4.78|) podle jednotlivych proménnych

d
/i — [ de, (4.79)
2 .2
VY 1

z integralu (4.79) na levé strané jiz pouze vytknem konstantu c;
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cl/\/yf—yi_c(% = /da:. (4.80)

Oba integraly ze vztahu (4.80) jsou uvedeny v tabulce pro derivaci, a tedy

muzeme ihned psat

claurgcosh2 =T+ co. (4.81)
(&1

V takovém piipadé opét vystaci pouze jedna integracni konstanta. Muze se vsak

klidné napsat i druha, ale stejné by se nasledné sloucily jako rozdil do jedné.

Dale se rovnost (4.81]) vydeéli konstantou ¢;

argcosh2 _ ) (4.82)
C1 C1

Nyni je tteba (4.82)) upravit pouzitim inverzni funkce k argcosh, tj. cosh, aby
doslo k vyjadreni y

Y _ cosnZX2 (4.83)
€1 €1

7 (4.83)) jiz bez zavahani vyjadiime y

Yy = clcoshx i =) (4.84)
(&1

]

Vysledek (4.84) je vyse zminény hyperbolicky cosinus. Z ¢ehoz vyplyva, ze hle-
danda funkce pro minimalni povrch rota¢niho télesa, bude mit podobny tvar, jako

zaveseny tetéz.
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Zaveér

Tato prace méla za cil prestavit ctenaii zakladni mysleny variaéniho poctu,

zejména na typickych problémech, kterymi se tato problematika zaobira.

P1i feSeni jednotlivych tloh bylo sméfovano k nalezeni obecné funkce, ktera je

vysledkem funkcionalu sestavenych v prvni ¢asti préce.

Pro 1lohu, kde se zaméri pozornost pti pohybu hmotného bodu na minimalni
cas, se dojde k zjisténi, ze pohyb musi probihat po cykloidé. Pokud vsak bude
ukolem problému ohranicit maximalni plochu pomoci zadané délky funkce, bude
mit plocha tvar kruznice. V neposledni fadé, zdda-li se minimalni potencidlni energie
zavésSeného fetézu, piipadné minimalni povrch plasté rotacniho télesa, budou tyto
funkce popsany hyperbolickym cosinem. Takové vysledky se shoduji se vSeobecné

znamymi poznatky.

V této praci byl ¢tenar seznamen pouze se zékladnimi typy funkcionalt a problému.
Pokud by ¢tenar mél zdjem o dalsi rozsiteni této problematiky, lze priklady ruznymi
zpusoby modifikovat. Kuprikladu namisto pevné zvolenych koncovych bodu, mohou

byt volné koncové body, které jsou zadané primkou, kde se mohou nachézet.

Cilem préace vsak bylo predstavit zakladni myslenky absolventovi stfedni skoly.
Rozsiteni popsané v této praci je vhodné pro ziskani zakladni intuitivni ptedstavy

a motivaci k dalsimu studiu této problematiky.
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