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Bakalářská práce

Autor: Kateřina Rennerová
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Tato bakalářská práce je věnována základńım úlohám variačńıho počtu. Práce je roz-

dělena na čtyři kapitoly. Prvńı kapitola obsahuje stručný historický vývoj a pře-

hled matematik̊u, kteř́ı se těmito úlohami zabývali. Druhá kapitola je zaměřena

na formulaci čtyř základńıch úloh. Třet́ı kapitola provede čtenáře intuitivńımi my-

šlenkami, které jsou potřeba k vyřešeńı úloh. V posledńı kapitole je popsáno řešeńı

základńıch úloh.
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RENNEROVÁ, Kateřina. Calculus of variations in a nutshell. Hradec Králové,

2015. Bachelor Thesis. University of Hradec Králové, Faculty of Science, Depart-

ment of Physics. 49 pp.

This bachelor thesis is devoted to the basic problems of calculus of variations.

The thesis is divided into four chapters. The first chapter of the thesis contains

brief historical development and overview of mathematicians, who dealt with them.

The second chapter analyzes intuitive ideas on the formulation of the four basic pro-

blems. The third chapter makes the reader the main ideas that are needed to solve
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1 Historická část a motivace 10

2 Formulace klasických úloh 14
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Úvod

Tato bakalářská práce je věnována variačńımu počtu, který je nepostradatelným

nástrojem pro řešeńı r̊uzných geometrických nebo fyzikálńıch úloh. Právě jeho široké

uplatněńı v ekonomii, architektuře a zejména ve fyzice vyvolává velký zájem o stu-

dium podstaty tohoto abstraktńıho matematického odvětv́ı.

Práce obsahuje v prvńı kapitole stručné historické pozad́ı vývoje variačńıho

počtu a historii základńıch úloh. Historická část je také věnována přehledu výz-

namných matematik̊u, kteř́ı tuto problematiku studovali.

Druhá kapitola čtenáře seznámı́ s přesnou formulaćı jednotlivých úloh, opatřené

o jejich praktické využit́ı. Jednotlivé úlohy jsou doplněny o názorné obrázky, které

byly vytvořeny výhradně pro tuto práci.

Třet́ı kapitola obsahuje intuitivně popsanou nezbytnou teorii pro řešeńı úloh.

Tato část je strukturovaná sṕı̌se jako zobecněńı vědomost́ı, které čtenář źıskal na stře-

dńı škole.

V posledńı kapitole se nacháźı detailńı popis řešeńı jednotlivých úloh. Tato řešeńı

jsou sice všeobecně známá, ale zpracováńı v této práci je provedeno formou po-

drobného zd̊uvodněńı každého kroku tak, aby jej dokázal reprodukovat opravdu

každý.

Ćılem této práce je představit tuto problematiku i čtenáři, který disponuje pouze

vědomostmi źıskanými na středńı škole a nesnaž́ı se tak být rigorózńı učebnićı ma-

tematiky. Práce se snaž́ı motivovat v tom ohledu, že i středoškolskou matematiku

lze dále jednoduše intuitivně rozv́ıjet pomoćı źıskáńı představy o základńıch po-

jmech. Ke správnému řešeńı úloh je totiž možné dospět i bez matematicky korektńıch

postup̊u.

Tato práce může sloužit jako aplikace ve výuce na středńı škole, např́ıklad v ma-

tematickém semináři. Pokud se čtenář již seznámil s pojmy jako je derivace, integrál

a pr̊uběh funkce, mohla by tato práce v mnohém prohloubit źıskané vědomosti.
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1 Historická část a motivace

Zachytit historický vývoj všech úloh a d̊uležitých podnět̊u, které přispěly k roz-

voji tohoto odvětv́ı matematické analýzy, by vzhledem k rozsahu této práce nebylo

zjevně možné. Proto jsou v následuj́ıćı kapitole popsány hlavńı momenty, které vedly

k vybudováńı této matematické discipĺıny, jako samostatného odvětv́ı. Dále je stručně

popsán vývoj, který významně dovedl variačńı počet až do dnešńı podoby. Vı́ce in-

formaćı a souvislost́ı je k nalezeńı v literatuře [11], [12], [13].

Vývoj již známých úloh a snaha o obecněǰśı řešeńı vede k velké abstrakci a t́ım bu-

dováńı variačńıho počtu. Prvotńı vývoj započal v 17. stolet́ı rozvojem infinite-

zimálńıho počtu a daľśı vývoj ve 20. stolet́ı vedl k širokému uplatněńı a zobecněńı

známých vědomost́ı o integrálu a diferenciálńıch rovnićıch. A vývoj pokračuje dodnes,

nacháźı se stále širš́ı uplatněńı (v podstatě všude tam, kde se projevuje snaha o ma-

ximálńı efektivitu při řešeńı organizačńıch problémů).

U zrodu vývoje byla snaha a následné zobecněńı tř́ı úloh. Zněńı a následné řešeńı

těchto úloh v jisté modifikaci obsahuje i tato práce.

Izoperimetrická úloha, která byla prakticky vyřešena již ve starověkém Řecku,

kde o ńı prav́ı báje o královně Didó. Královna se chtěla uśıdlit na africkém pobřež́ı,

což vyvolalo nespokojenost mı́stńıch obyvatel. A proto jejich v̊udce Hiarbos dovolil

královně obsadit pouze to územı́, které lze ohraničit jednou býč́ı k̊už́ı. Takovou úlohu

královna vyřešila chytře. Kůži rozřezala na velmi tenké pruhy, které svázala dohro-

mady a t́ım ohraničila značné územı́, kde vybudovala město Kartágo (podrobněji

zpracováno v [3]). Obecné řešeńı několika modifikaćı takových úloh následně vypra-

coval Leonhard Euler.

Úloha o brachistochroně (v́ıce o této úloze bude v této práci uvedeno později),

kterou se zabývali zejména v 17. stolet́ı bratři Bernoulliové. K řešeńı pak dospěl

i Isaac Newton či de l′Hospital.

Třet́ı úloha se týká geodetických čar, kdy se ze všech možných čar spojuj́ıćıch

dva body na ploše hledá taková, která má nejkratš́ı délku. Takovou úlohu studoval

Johann Bernoulli, Leonhard Euler či Joseph-Louis Lagrange.

Nyńı bude historický vývoj pokračovat přehledem významných osobnost́ı, které

se na vybudováńı variačńıho počtu výrazně pod́ılely. U každé osobnosti je popsána

10



stručná charakteristika jejich závěr̊u a postřeh̊u k tomuto tématu.

Obrázek 1: Lom paprsku

Pierre Fermat (1601-1665) výrazně

posunul řešeńı výše zmı́něných úloh

d́ıky svému variačńımu principu. Podle

tohoto principu si světelný paprsek

ze všech možných trajektoríı mezi body

A a B vyb́ırá takovou, po které se do-

stane z výchoźıho do ćılového bodu

za nejkratš́ı čas. Právě uplatněńım to-

hoto principu na mechanické pohyby

bod̊u vyřešil úlohu o brachistochroně.

Z tohoto principu plynou i zákony ge-

ometrické optiky, které tu mohou po-

sloužit jako motivačńı úlohy.

Úloha. Mějme situaci, kdy světelný paprsek procháźı mezi dvěma prostřed́ımi s r̊uz-

ným indexem lomu a tedy s r̊uznou rychlost́ı š́ı̌reńı tohoto paprsku. Z principu

popsaného výše plyne, že paprsek se bude v každém z prostřed́ı š́ı̌rit př́ımočaře.

Máme pevně dané body A a B. Vzdálenost bodu A od kolmice dopadu označ́ıme xA

a vzdálenost bodu B od kolmice označ́ıme xB−xA. Velikost xB pak znač́ı vodorovnou

vzdálenost bod̊u A a B. To co děláme je, že měńıme vzdálenost xA kolmice dopadu

od bodu A. Situace je znázorněna na obrázku 1, z kterého lze pomoćı pravoúhlých

trojúhelńık̊u źıskat vztahy:

sinα =
xA√
x2A + y2A

sin β =
xB − xA√
x2A − y2A

. (1.1)

Dále je z obrázku 1 patrné, že celková dráha, kterou paprsek uraźı, je dána součtem

drah v každém z prostřed́ı. Jednotlivé dráhy S1 a S1 se urč́ı pomoćı Pythagorovy

věty.

S1 =
√
x2A + y2A S2 =

√
(xB − xA)2 + y2B (1.2)

Pokud ze známého vztahu vyjádř́ıme čas jako pod́ıl dráhy a rychlost́ı v1 resp. v2,

lze źıskat vztah pro celkový čas, potřebný k uražeńı vzdálenosti z bodu A do bodu

B. Celkový čas t je dán součtem čas̊u potřebných pro uražeńı vzdálenost́ı S1 a S2
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t =

√
x2A + y2A
v1

+

√
(xB − xA)2 + y2B

v1
. (1.3)

Podle Fermatova principu uraźı paprsek celou dráhu S za nejkratš́ı možný čas.

Proto je třeba vztah (1.3) zderivovat podle proměnné xA a položit rovno nule, č́ımž

se źıská vztah

xA

v1
√
x2A + y2A

=
xB − xA

v2
√

(xB − xA)2 + y2A
. (1.4)

Nyńı lze využ́ıt vztah̊u (1.1) jako substituce pro rovnici (1.4) a t́ım źıskat

sinα

v1
=

sin β

v2
(1.5)

který je možné upravit do tvaru

v2 sinα = v1 sin β. (1.6)

Výsledkem (1.6) je zákon odrazu a lomu paprsku, ke kterému docháźı na rozhrańı

dvou prostřed́ı s r̊uzným indexem lomu.

Jacob Bernoulli (1654-1705) roku 1690 odvodil rovnici izochrony a v publikaci

o studiu této úlohy poprvé použil v matematické literatuře slovo integrál. V re-

akci na postupy svého bratra roku 1700 vypracoval svoje vlastńı řešeńı izoperime-

trického problému, které bylo prohloubeńım a zobecněńım již známých poznatk̊u.

Řešeńı pro něj bylo tak motivačńı, že ho později vedlo ke studiu úloh směřuj́ıćı

ke geodetickým čarám.

Johann Bernoulli (1667-1748) uveřejnil roku 1696 dopis, kde upozorňuje mate-

matiky na problém o brachistochroně, který posléze i sám řešil. Nakonec obdržel

i výslednou rovnici cykloidy. K tomuto řešeńı dospěl zejména d́ıky nezdařeným po-

kus̊um svého bratra a také správnou aplikaćı Fermatova principu. Roku 1697 stu-

doval geodetické úlohy a mnohé z nich i vyřešil.

Guillaume de l’Hôpital (1661-1704) se zabýval zejména matematickou analýzou

a geometríı. Roku 1696 publikoval prvńı tǐstěnou učebnici diferenciálńıho počtu,

Analýza nekonečně malých veličin, zejména věnovanou rovinným křivkám a geo-

detickým čarám. Tato učebnice v mnohém navazuje na práci a výsledky Johanna

Bernoulliho.
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Gottfried Wilhem von Leibniz (1646-1716) je pokládán za zakladatele moderńı

matematické analýzy, a to předevš́ım d́ıky své pr̊ukopnické práci o diferenciálńım

a integrálńım počtu, kde vycházel z abstraktńıch koncepćı a budoval tak čistou

matematickou analýzu. Mnohá jeho symbolika se použ́ıvá dodnes.

Isaac Newton (1642-1727) nezávisle na práci Leibnize vybudoval stejnou teorii,

pouze s t́ım rozd́ılem, že chápal matematiku jako nástroj fyzikálńıho poznáńı světa,

nikoli jako abstraktńı striktně oddělenou discipĺınu. Roku 1687 ve své práci Philoso-

phiae Naturalis Principia Mathematica shrnul prvńı poznatky a výsledky variačńıho

počtu.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1810) reagoval na Newtonovu práci, kterou zdo-

konalil a doplnil o své výsledky. Spolu s W. R. Hamiltonem a C. G. J. Jacobim

se věnovali aplikaci variačńıho počtu ve fyzice, č́ımž dále rozvinuli klasickou mecha-

niku.

Leonhard Euler (1707-1783) zobecnil poznatky I. Newtona a J. L. Lagrange.

Spolu s Lagrangem pak publikovali Metody nalezeńı křivek maj́ıćıch vlastnost ma-

xima a minima, kde mimo jiné sepsali i obecné řešeńı geodetických úloh a roz-

pracovali r̊uzné modifikace izoperimetrických úloh. V této publikaci byly poprvé

definovány pojmy dodnes použ́ıvané ve variačńım počtu, kupř́ıkladu variace funk-

cionálu.

Úspěšně vyřešil i brachistochronu, což publikoval v d́ıle Elementa Variationum,

kde aproximoval obecné křivky lomenými čárami. T́ım zavedl princip, který ř́ıká,

že pokud nějaká křivka má určitou vlastnost, pak tu samou vlastnost má i každý

jej́ı libovolně malý element, který se dá již považovat za část př́ımky. T́ımto prin-

cipem ukázal, jak by se některé úlohy daly převést na problematiku obyčejného

diferenciálńıho počtu. V této své práci také odvodil i diferenciálńı rovnice též známé

jako Eulerovy rovnice a uvedl jejich nutnost při řešeńı extremálńıch úloh.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) pochyboval o doposud zjǐstěných

výsledćıch a na základě výrazně systematického př́ıstupu, který se stával z řady

základńıch logických postup̊u, sepsal postačuj́ıćı podmı́nky slabého minima. Také

upozornil na to, jak se silně omezuje množstv́ı úloh, pokud se křivka popisuje rovnićı

y = y(x), zat́ımco parametrické vyjádřeńı y = y(t), x = x(t) možnosti modifikaćı

úloh značně rozšǐruje.
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Jean Gaston Darboux (1842-1917) se zabýval studiem geodetických čar a svými

metodami dospěl k postačuj́ıćım podmı́nkám, aby geodetická čára byla opravdu

nejkratš́ı spojnićı dvou bod̊u na ploše. Jeho metody se značně lǐsily od Weierstras-

sových metod, protože použ́ıval své speciálńı souřadnice, kterými si problémy velmi

zjednodušoval. Během svého studia této problematiky však své metody zobecnil

až do srovnatelnosti s Weierstrassovými. A právě tyto metody posunuly variačńı

počet daleko od primárńı a klasické podoby, jak uvedl J. L. Lagrange.

Stefan Banach (1892-1945) byl významným matematikem, jehož detailně se-

psaný život, práce i daľśı zaj́ımavosti jsou detailně zpracovány v literatuře [11].

Jeho disertačńı práce bývá označována za zrozeńı funkcionálńı analýzy, kam variačńı

počet jistě patř́ı. Spolupracoval s předńımi polskými matematiky té doby např. Ja-

nem  Lukasiewiczem (1878-1956) a Wac lawem Sierpińskim (1882-1969). Na jeho

výsledky reagovalo mnoho matematik̊u, mezi nimi i David Hilbert.

David Hilbert (1862-1943) výrazně posunul vývoj variačńıho počtu svými po-

znatky z let 1900 - 1904, kdy studoval Dirichlet̊uv princip (též známý jako zásuvkový

princip). Právě tento princip a zejména pak jeho uplatněńı vyvolalo opětovný zájem

o daľśı studium variačńıho počtu. Důležité jsou předevš́ım jeho dvě práce. V prvńı

ukázal použit́ı Dirichletova principu k d̊ukaz̊um existence křivky minimálńı délky

spojuj́ıćı dva body na ploše, v druhé práci dokázal existenci harmonické funkce.

Své výsledky a postřehy přesně zformuloval ve dvaceti třech problémech, z nichž

tři se týkaly variačńıho počtu. Řešeńı těchto problému vede k takzvaným př́ımým

a nepř́ımým metodám řešeńı (v́ıce podrobnost́ı lze nalézt v [6]).

Po seznámeńı s charakterem historického vývoje variačńıho počtu lze čtenář̊um

doporučit i stručnou historii teorie řešeńı diferenciálńıch rovnic či vývoj chápáńı

pojmu integrál, bez jejichž zdokonaleńı a posunu k abstrakci by variačńı počet neměl

dnešńı podobu. Tento vývoj je k nahlédnut́ı např́ıklad v [11].

2 Formulace klasických úloh

V následuj́ıćı kapitole jsou uvedeny a formulovány úlohy, které byly prvotńım

impulzem pro budováńı variačńıho počtu. Přestože k samotné formulaci těchto úloh

postač́ı pouze základńı vědomosti z oblasti matematiky a fyziky, k následnému řešeńı
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již je zapotřeb́ı některých vědomost́ı a dovednost́ı z oblasti matematické analýzy.

Řešeńı těchto problémů přesto poslouž́ı k vytvořeńı minimálně intuitivńı představy

a k základńımu pochopeńı myšlenek variačńıho počtu.

2.1 Připomenut́ı aplikace integrálu

Integrál spolu s derivaćı se pokládaj́ı za základńı operace matematické analýzy.

Proto neńı divu, že jejich znalost je nepostradatelná i v této práci, jak při formulaci

základńıch úloh, tak i pro jejich následné vyřešeńı, přičemž formulaćı problémů dojde

k přesné definici a vymezeńı problematiky, což následně vybuduje i předpoklady

pro následné řešeńı.

2.1.1 Délka obecné funkce

Obrázek 2: Délka křivky

Necht’ je dána situace zobrazená

na obrázku 2, kdy je zadána grafem

obecná funkce y = f(x) procházej́ıćı

body A a B. Pro určeńı délky

této křivky mezi body A a B je třeba

nejprve pomyslnou plochu pod ńı rozdě-

lit na dostatečně malé části o délce

dx. T́ım se i křivka rozpadne na od-

pov́ıdaj́ıćı části, které pokud budou

velmi malé, tak se mohou pokládat

za úsečky. Nejprve se urč́ı délka jednoho takového úseku, který lze popsat pomoćı

Pythagorovy věty

dl2 = dx2 + dy2, (2.1)

který po drobné úpravě má podobu:

dl =
√
dx2 + dy2 (2.2)

z čehož lze vytknout dx2 a t́ım źıskat délku jednoho daného úseku křivky:
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dl =

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx, (2.3)

kde pod́ıl dy ku dx je jeden z předpis̊u pro derivaci, která se častěji označuje y′.

Následným integrováńım obou stran vztahu (2.3) dojde k sečteńı všech takových

elementárńıch úsek̊u a t́ım k źıskáńı vztahu pro délku obecné funkce na celém inter-

valu < a, b >.

l =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x)dx (2.4)

2.1.2 Povrch tělesa

Obrázek 3: Rotačńı křivka

Transformujeme-li situaci z roviny

do prostoru, neńı d̊uvod předpokládat,

že by se délka křivky změnila. Ale ro-

taćı takové libovolné funkce okolo osy x,

vznikne obecné rotačńı těleso, jehož po-

vrch i objem lze źıskat analogíı již po-

psaného postupu.

Situace je ilustrovaná na obrázku 3,

kde je v prostoru dána grafem obecná

rovinná funkce y = f(x) na intervalu a

a b. Analogicky, jak tomu bylo při zjǐst’ováńı délky křivky v rovině, tak i v tomto

př́ıpadě lze rotačńı těleso rozdělit na velmi malé části, které rozděĺı celé těleso

na stejně tenké válce o výšce dx a o poloměru podstavy f(x). Přičemž plášt’ ta-

kového elementárńıho válce ds lze určit jako

dS = 2πrd = 2πf(x)dl (2.5)

kde dl je část délky křivky, kterou lze popsat vztahem (2.4).

dS = 2πf(x)
√

1 + f ′2(x)dx (2.6)
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což je výraz popisuj́ıćı povrch pláště pouze velmi malé části zkoumaného tělesa. Ještě

je třeba seč́ıst všechny takové části na intervalu< a, b >. K tomu opět poslouž́ı určitý

integrál. Źıskaný vztah pro plášt’ obecného rotačńıho tělesa je

S = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + f ′2(x)dx. (2.7)

V př́ıpadě nutnosti źıskáńı celého povrchu rotačńıho tělesa stač́ı k źıskanému

povrchu pláště přič́ıst plochy obou podstav, ale k následuj́ıćım formulaćım úloh

vystač́ı pouze vztah (2.7).

2.1.3 Objem tělesa

Také objem takto vzniklého tělesa lze určit z obrázku 3, kdy se zopakuje postup,

jako při hledáńı vztahu pro povrch pláště rotačńıho tělesa. Pouze namı́sto určeńı

pláště velmi malého válce se upře pozornost na objem, pro který plat́ı:

dV = πr2v = πf(x)2dx (2.8)

které se pak opět sečtou pro všechny takové válce na intervalu (a, b). Z čehož plyne

výsledný vztah pro objem:

V = π

∫ b

a

f(x)2dx. (2.9)
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2.2 Úloha o brachistochroně

Obrázek 4: Možné řešeńı brachistochrony

Název této úlohy je řeckého p̊uvodu

(brachystos - nejkratš́ı a chronos - čas).

Ćılem je minimalizovat čas, který bude

myšlená kulička potřebovat k přemı́stěńı

z bodu A do bodu B pouze p̊usobeńım

t́ıhového zrychleńı g. Patrně každého

zprvu napadne úsečka (nejkratš́ı dráha)

určená těmito body. Taková spojnice

(znázorněná f1 na obrázku 4) však

má malý spád a rychlost se v tomto

př́ıpadě zvětšuje pomalu, zat́ımco křivka,

která by byla nejprve strměǰśı (zobrazená f3 na obrázku 4), představuje pro hmotný

bod sice deľśı dráhu, ale také větš́ı rychlost na strměǰśı části (čas by byl kratš́ı).

Problém 1. V prostoru jsou dány dva body A a B. Hmotný bod se pohybuje z bodu A

do bodu B pouze p̊usobeńım t́ıhového zrychleńı g (třeńı a odpor zde zanedbáme).

Po jaké funkci se hmotný bod bude pohybovat, aby byl čas nejkraťśı?

Formulace úlohy. Obecně lze zvolit body A[xA, yA] a B[xB, yB], kterými procháźı

hledaná funkce y = y(x). Jak je naznačeno na obrázku 4, pouhou změnou sou-

řadnicové soustavy můžeme (bez ovlivněńı obecnosti řešeńı) zvolit souřadnice bod̊u

A[0, yA] a B[xB, 0].

Rychlost hmotného bodu je př́ır̊ustek dráhy za čas

v =
dS

dt
. (2.10)

Úloha však má za ćıl minimalizovat čas, proto si jej ze vztahu (2.10) nejprve

vyjádř́ıme

dt =
dS

v
. (2.11)

Ve výrazu (2.11) je dráha hmotného bodu dS samotná délka funkce na krátkém

intervalu, což je popsáno již odvozeným vztahem (2.4). K určeńı času tedy postač́ı
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zjistit rychlost hmotného bodu. Tu lze určit ze zákona zachováńı energie, který plat́ı

v každém bodě hledané funkce

Ek + Ep = konst (2.12)

tedy pro libovolně zvolený bod [x, y] elementu funkce dS má vyraz (2.12) tvar:

1

2
mv2 = mg(yA − y). (2.13)

Z (2.13) lze vyjádřit rychlost, jako

v =
√

2g(yA − y). (2.14)

Źıskané výrazy pro rychlost (2.14) a dráhu (2.4) lze dosadit do vztahu (2.11),

č́ımž obdrž́ıme vztah pro čas, který hmotný bod potřebuje k překonáńı dráhy dS,

pohybuje-li se rychlost́ı v.

dt =
dS

v
=

√
1 + y′2√

2g(yA − y)
dx (2.15)

Elementy ve vztahu (2.15) je třeba seč́ıst na celém intervalu < 0, xB >, což se pro-

vede integraćı obou stran rovnice na daném intervalu. Takto źıskáme vztah, který

se pro následné řešeńı vhodně pojmenuje T (y, y′):

T (y, y′) =

∫ xB

0

√
1 + y′2

2g(yA − y)
dx. (2.16)

Vztah (2.16) popisuje, jak se bude měnit čas v závislosti na funkci y = y(x),

přičemž vztah (2.16) je př́ımo závislý na obecné křivce y a jej́ı derivaci y′. Úlohou

je naj́ıt takovou funkci y = y(x), aby byl čas minimálńı. Na řešeńı této úlohy

zaměř́ıme pozornost později.
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2.3 Řetězovka

Obrázek 5: Řetězovka

Křivku nazývanou řetězovka lze vi-

dět kupř́ıkladu na vedeńı elektrického

proudu, kdy je mezi dvěma sloupy

(pevnými body, které nemuśı být

ve stejné výšce) zavěšen v homogenńım

t́ıhovém poli drát s konstantńı husto-

tou. Jakou křivku takto zavěšený drát

za těchto podmı́nek oṕı̌se, je právě stu-

diem této klasické úlohy (viz obrázek 5).

Problém 2. V prostoru jsou dány dva

body A a B, mezi kterými je zavěšen řetěz (jehož články jsou nekonečně malé

a má dokonalou ohebnost). Popǐste tvar funkce, kterou zavěšený řetěz v prostoru

zaujme.

Formulace úlohy. Obecně lze zvolit body A[xA, yA] a B[xB, yB], jak tomu je na ob-

rázku 5. Podobně jak tomu bylo u předchoźı úlohy, ani v tomto př́ıpadě neovlivńı

obecnost řešeńı, pokud se body pro jednoduchost přesunou do A[0, yA] a B[xB, 0].

Tvar takto zavěšeného řetězu popisuje opět obecná funkce s charakteristickým

vztahem y = y(x). Protože řetěz setrvává v klidu, zaujme stav s nejmenš́ı možnou

potenciálńı energii, kterou urč́ıme opět pro malý kousek řetězu pomoćı jeho délky

a elementu hmotnosti

dEp = mgh = dmgy(x). (2.17)

Ve vztahu (2.17) lze hmotnost kousku řetězu dm, dále popsat pomoćı délkové hus-

toty η a délky dl řetězu, kterou lze popsat vztahem (2.4).

dm = ηdl = η
√

1 + y′2dx (2.18)

kdy (2.18) dosad́ıme zpět do (2.17)

dEp = ηgy(x)
√

1 + y′2dx. (2.19)
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Celková potenciálńı energie se opět obdrž́ı integraćı vztahu (2.19) podle x na celém

intervalu < 0, xB >

Ep = ηg

∫ xB

0

y(x)
√

1 + y′2dx. (2.20)

Výraz (2.20) popisuje vztah potenciálńı energie v závislosti na předpisu funkce a jeho

prvńı derivaci, proto ho označ́ıme E(y, y′)

E(y, y′) = ηg

∫ xB

0

y(x)
√

1 + y′2dx. (2.21)

Výsledný vztah (2.21) popisuje závislost potenciálńı energie na obecné funkci y a je-

j́ı derivaci y′ za podmı́nky, že známe hodnotu délky zavěšeného řetězu.

2.4 Izoperimetrický problém

Tato úloha je, jak již bylo zmı́něno v historické části, známá i vyřešená prakticky

i bez znalost́ı variačńıho počtu. Přesto však obecné řešeńı spolu s d̊ukazem, že ta-

ková křivka v̊ubec existuje, vyřešil až švýcarský matematik Jakub Steiner roku 1838.

Ten zd̊uvodnil intuitivńı řešeńı, že uzavřená křivka v rovině o délce l by musela

zauj́ımat tvar kružnice, aby ohraničila maximálńı plochu.

Obrázek 6: Izoperimetrická úloha

Problém 3. V rovině jsou dány

body A[a, 0] a B[b, 0] a délka l. Nalezněte

funkci tak, aby při jej́ı zadané délce l

ohraničovala spolu s osou x maximálńı

plochu S, za podmı́nky, aby daná funkce

zač́ınala v bodě A a končila v bodě B.

Formulace úlohy. Na obrázku 6 je zná-

zorněno teoretické řešeńı obecnou křiv-

kou f2. Kdyby hledaný tvar byl

konkávńı, znamenalo by to, že uvnitř úvaru lze nalézt dva body C a D tak, že úsečka

jimi určená neńı celá uvnitř ohraničené plochy, a zároveň každou takovou př́ımku
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lze posunout tak, aby se funkce dotýkala pouze ve dvou bodech, jako př́ımka p

na obrázku 6. Okolo takové př́ımky p pak lze určitou část úvaru převrátit a t́ım

danou část proměnit v konvexńı (úsečka již je celá součást́ı útvaru), č́ımž by došlo

i ke zvětšeńı plochy, kterou chceme maximálńı. Analogicky lze tento postup provést

na všechny konkávńı úseky obecné křivky. Z tohoto usuzováńı plyne, že hledaná

plocha je jistě konvexńı.

V daľśım je třeba zd̊uraznit, na jakých parametrech je tato úloha závislá. Řešeńı

podstatně ovlivňuje velikost intervalu < a, b > a hodnota zadané délky l. Intui-

tivně je zřejmé, že délka l muśı být určitě deľśı než interval < a, b >, aby došlo

k ohraničeńı nějaké plochy. Avšak pokud hodnota l bude pouze o trochu větš́ı, než

zadaný interval, pak bude řešeńım část kružnice, která je na obrázku 6 znázorněna

funkćı f1. V takovém př́ıpadě lze plochu pod funkćı popsat vztahem

∫ b

a

y(x)dx. (2.22)

V obecněǰśım př́ıpadě, kdy už bude zadaná délka l mı́t mnohem větš́ı hodnotu,

než je velikost intervalu, nebude již řešeńım funkce, ale obecněǰśı křivka.

O tom, zda výsledná křivka bude funkce nebo ne, hovoř́ı tzv. izoperimetrická

nerovnost. Tato nerovnost v rovině dává do souvislosti délku vzniklé kružnice a plo-

chu, kterou ohranič́ı, tj. l = 2πr a S = πr2. Pokud se ze vzorce pro obvod kružnice

vyjádř́ı poloměr jako r = l
2π

, který se následně dosad́ı do vztahu pro obsah kruhu.

Tak po drobné úpravě se obdrž́ı tvar

l2 = 4πS, (2.23)

který rozděluje množinu řešeńı na již zmı́něné dvě části. Pokud l2 ≤ 4πS pak

je řešeńım funkce. Ale pokud se uvažuje obrácená nerovnost, jde již o studium křivky,

která funkćı neńı, a tedy nelze využ́ıt funkčńı závislosti y = y(x), jak tomu bylo

doposud.

Studium křivek v mnohém přesahuje rámec této práce (parametrické vyjádřeńı,

odvozeńı jiného vztahu pro délku křivky, plochy pod ńı a v neposledńı řadě i sa-

motné řešeńı). Proto se zde zaměř́ı pozornost na řešeńı vztahu (2.22) za podmı́nky,

že výsledná křivka je funkce.
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S(y) =

∫ b

a

y(x)dx. (2.24)

Pro tento vztah (2.24) je třeba v daľśım nalézt funkci y = y(x), aby jeho hodnota

byla maximálńı. Za podmı́nky, že je zadaná délka l, kterou lze popsat vztahem (2.4).

2.5 Rotačńı těleso

Tato úloha má své uplatněńı např́ıkladu při snaze o úsporu materiálu, kdykoli

řešeńı problému zálež́ı na tom, aby dané těleso mělo minimálńı povrch. At’ již jde

o př́ıpadnou konstrukci nějaké nádoby nebo jiných obalových materiál̊u.

Obrázek 7: Těleso vzniklé rotaćı okolo

osy x

Problém 4. Necht’ jsou v prostoru dány

dva body A a B, které nemuśı být

výhradně ve stejné výšce. Jakou funkćı

budou tyto dva body spojeny, chceme-

li, aby po rotaci této funkce okolo vodo-

rovné osy x vzniklo těleso o nejmenš́ım

povrchu pláště?(viz obrázek 7).

Formulace úlohy. Mějme na libovolném

intervalu < a, b > zadanou obecnou

funkci y = y (x), která procháźı bo-

dem A = [a, ya] a B = [b, yB].

Zkuśıme body A a B spojit př́ımkou. Na intuitivńı představě lze usoudit, jaký

vliv by na povrch pláště měla funkce, která by měla funkčńı hodnoty větš́ı popř́ıpadě

menš́ı než zmı́něná př́ımka. Funkce s funkčńımi hodnotami větš́ımi by jistě při rotaci

ohraničila větš́ı objem, a tedy i povrch, ale jelikož v této úloze je ćılem minimali-

zovat povrch pláště vzniklého tělesa, lze předpokládat, že funkce by mohla mı́t tvar

znázorněný na obrázku 7.

Vztah pro povrch plášt’ takto vzniklého tělesa popisuje výše odvozený vztah (2.7),

který plat́ı pro libovolnou funkci. Ćılem této úlohy je tedy nalézt takovou funkci,

pro kterou plat́ı, že vztah
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S(y, y′) = 2π

∫ b

a

y(x)
√

1 + y′2(x)dx (2.25)

bude mı́t minimálńı hodnotu.

Výsledný vztah (2.25) je stejně jako u předešlých výsledných vztah̊u závislý

na předpisu funkce y a jeho derivaci y′.

3 Teoretická př́ıprava pro řešeńı úloh

Tato kapitola poslouž́ı jako přehled nezbytných pojmů, na základě kterých by mě-

lo doj́ıt k pochopeńı a rozš́ı̌reńı základńıch vědomost́ı, které jsou potřebné k řešeńı

uvedených úloh. Nejprve se v této kapitole připomenou znalosti a práce s funkćı

jedné proměnné, které se následně do jisté mı́ry zobecńı, aby se daly v analogii

aplikovat na prostor funkćı.

3.1 Porovnáńı funkce a funkcionál

Variačńı počet studuje podmı́nky a metody umožňuj́ıćı nalézt maximálńı nebo mi-

nimálńı hodnotu funkcionál̊u, jež jsou např́ıklad výsledkem úloh (2.16), (2.21), (2.24)

a (2.25) zformulovaných v minulé kapitole. Daľśı př́ıklady a podrobněǰśı studie

lze naj́ıt v literatuře [1], [4].

Na prvńı pohled by nemusel být jasně patrný rozd́ıl mezi funkcionálem a funkćı.

Funkce je vyjádřená vztahem y = f(x), tj. č́ıslu y je dle předpisu f přǐrazeno jisté

č́ıslo.

Pro funkcionál je charakteristická závislost F = F [y(x)], kdy je č́ıslo F přǐrazeno

k nějaké funkci y(x) s určitou vlastnost́ı, tj. funkcionál je definovaný přinejmenš́ım

pro x ∈ (a, b) a pro funkci y na tomto intervalu maj́ıćı derivaci alespoň stupně

n - množina takových funkćı y se znač́ı Cn.

Funkce má za definičńı obor i obor hodnot podmnožiny reálných č́ısel. Ale de-

finičńım oborem funkcionálu je jistá množina funkćı a oborem hodnot je podmnožina

reálných č́ısel, kterých funkcionál nabývá.
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Při zobecněńı pojmů funkce a postupu pro hledáńı jej́ıho extrému i pro funk-

cionál, se do jisté mı́ry objev́ı analogie při řešeńı extrému funkcionálu. Proto se v daľśı

části nejprve připomene postup při hledáńı extrému funkce a základńı pojmy s ńım

spojené.

3.2 Extrém funkce

Definice extrému funkce zńı: funkce f má v bodě a ∈ D(f) lokálńı minimum,

jestliže existuje δ > 0, že pro každé x z intervalu (a− δ, a+ δ) je f(x) větš́ı nebo

rovno než f(a). A funkce f má v bodě a ∈ D(f) lokálńı maximum, jestliže exis-

tuje δ > 0, že pro každé x ∈ (a− δ, a+ δ) je f(x) ≤ f(a).

Volněji řečeno lokálńı extrém funkce v bodě a z definičńıho oboru funkce je ta-

kový bod, který má funkčńı hodnotu největš́ı nebo nejmenš́ı v porovnáńı s libovolně

zvoleným bodem x z okoĺı bodu a. Z d̊uvodu, že libovolně zvolené okoĺı δ bodu a

muśı být z definičńıho oboru funkce, lze mluvit o extrému funkce jen ve vnitřńıch

bodech definičńıho oboru, tedy nikoliv v krajńıch bodech.

3.2.1 Prvńı derivace

Derivace funkce v bodě je definovaná jako poměr změny funkčńı hodnoty na změ-

ně nezávislé proměnné x. Derivace tedy popisuje, jak se změńı funkčńı hodnoty

funkce pokud dojde v definičńım oboru funkce ke změně hodnoty x o dx, tj.

dy

dx
= lim

4x→0

4y
4x

= lim
4x→0

f(x+4x)− f(x)

4x
(3.1)

V př́ıpadě, kdy by se hledal extrém funkce jedné proměnné y = f(x), spoč́ıtala

by se nejprve prvńı derivace y′ = f ′(x) studované funkce na intervalu z definičńıho

oboru, kde je funkce spojitá. Tato derivace by se položila rovna nule a vypoč́ıtaly

kořeny (pokud existuj́ı) vzniklé rovnice, č́ımž by se źıskaly tzv. stacionárńı body.

Takové body se někdy nazývaj́ı též podezřelé z extrému, protože v těchto bodech

může být extrém funkce, ale nemuśı. Nicméně stacionárńı body rozděĺı definičńı

obor na několik interval̊u, kdy z každého lze zvolit reprezentanta x, který se dosad́ı

do źıskaného vztahu pro prvńı derivace y′ = f ′(x).
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Obrázek 8: Tečna v bodě extrému

Pokud v tomto bodě bude výraz

kladný (záporný), je na celém intervalu

studovaná funkce rostoućı (klesaj́ıćı).

Ve stacionárńım bodě, kde se nacháźı

lokálńı minimum (lokálńı maximum)

studované funkce je na předešlém

intervalu funkce klesaj́ıćı (rostoućı)

a na následuj́ıćım intervalu rostoućı

(klesaj́ıćı). V takovém stacionárńım

bodě již se daný bod může označit za lokálńı extrém funkce.

Geometrická interpretace derivace je směrnice tečny v daném bodě. Tečna v bodě,

kde se nacháźı extrém funkce, má směrnici nulovou (situace je znázorněna na ob-

rázku 8).

3.2.2 Druhá derivace

Pokud neurč́ı jednoznačně extrém funkce prvńı derivace, postupuje se dále při hle-

dáńı extrému s druhou derivaćı y′′ a to zejména proto, že prvńı derivace je často

označována pouze za nutnou podmı́nku, ale postačuj́ıćı podmı́nku pak tvoř́ı až závěry

z druhé derivace. Nalezeńım kořen̊u rovnice složené z druhé derivace položené rovné

nule, se źıskaj́ı tzv. inflexńı body. Tyto body opět rozděĺı definičńı obor funkce na in-

tervaly, kde stejným zp̊usobem jako u prvńı derivace lze určit, zdali je na intervalu

funkce kladná (záporná). Pak je funkce konvexńı (konkávńı) na daném intervalu,

což je vidět i na grafu funkce, kdy pokud je v daném bodě graf funkce nad

svoj́ı tečnou, pak je konvexńı a naopak. Dosad́ı-li se do vztahu pro druhou deri-

vaci kořeny rovnice z prvńı derivace, tak podle znaménka źıskané hodnoty lze typ

extrému v daném bodě také určit. Pokud je druhá derivace v bodě kladná (záporná)

nacháźı se v bodě lokálńı minimum (maximum) studované funkce. [7]

3.3 Extrém funkcionálu

Podobně jako u funkce jedné reálné proměnné se také u funkcionál̊u hovoř́ı

o lokálńım extrému, který je někdy ve variačńım počtu označován jako relativńı

extrém, jehož definice je na prvńı pohled podobná jako u funkce.
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Funkcionál F nabývá lokálńıho maxima na množině Cn pro každé y, jestliže

y ∈ Cn a F(ŷ) ≤ F(y) pro všechna ŷ ∈ U ∩ Cn, kde U je nějaké okoĺı funkce y

( a pro lokálńı minimum funkcionálu by platila obrácená nerovnost F(ŷ) ≥ F(y)).

Lokálńı extrém funkcionálu je do jisté mı́ry analogii extrému funkce. Avšak

pojem okoĺı funkce nemuśı být jasně srozumitelný v porovnáńı s okoĺım bodu.

Pokud je velikost funkce popsaná jako největš́ı hodnota z funkčńıch hodnot, tj.

|f |0 = max|y(x)|;x ∈ (a, b). (3.2)

Pak okoĺım funkce y lze chápat jako všechny funkce maj́ıćı od y malou vzdálenost,

tj.

U0(y) = {y : |ŷ(x)− y(x)| < δ}. (3.3)

Jinými slovy, řekneme, že funkce y má ve svém bĺızkém okoĺı funkci ŷ, přičemž

vzdálenost jejich funkčńıch hodnot je malé č́ıslo. Takové funkce ŷ z okoĺı se pak

nazývaj́ı bĺızké, málo odlǐsné, nebo sousedńı s y nultého řádu.

Někdy se také klade za požadavek u sousedńıch křivek, vedle bĺızkosti argu-

mentu x, aby měly také malý rozd́ıl směrnic tečen (tedy prvńı derivace) v tomto

bodě.

|f |1 = max{|y(x)|;x ∈ (a, b)}+ max{|y′(x)|;x ∈ (a, b)}. (3.4)

Obrázek 9: Sousedńı křivka

V takovém př́ıpade se pak křivka ŷ nazývá

bĺızká ve smyslu prvńıho řádu k funkci y. A

okoĺım U1 funkce jsou pak všechny křivky ŷ

nacházej́ıćı se v bĺızkosti prvńıho řádu (obdobně

tomu je pro vyšš́ı řády).

Na obrázku 9 jsou znázorněny oba typy výše

zmı́něných křivek. Křivky mezi body A a B lež́ı

v sousedstv́ı nultého řádu, ale nikoli už prvńıho

řádu, jako je tomu u křivek mezi body C a D.

U prvńı dvojce křivek se u jednotlivých bod̊u
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(př́ıslušných stejnému argumentu) směrnice tečen lǐśı podstatně v porovnáńı s abso-

lutńımi hodnotami nultého řádu, ale u křivek mezi body C a D nedocháźı k takovým

změnám mezi vzdálenost́ı nultého a prvńıho řádu, z čehož plyne, že pokud křivka

lež́ı v bĺızkosti libovolného vyšš́ıho řádu, lež́ı i v bĺızkosti všech nižš́ıch řád̊u. [4]

3.4 Nutná podmı́nka extrému

Před zavedeńı této podmı́nky pro funkcionál je nutné čtenáři rozš́ı̌rit představy

o některých pojmech, které byly použité pro hledáńı extrému funkce jedné proměnné.

3.4.1 Zobecněńı derivace

Aby došlo k pochopeńı podmı́nky extrému funkcionálu je zapotřeb́ı zobecnit

pojem derivace funkce v bodě. Protože v definici uvedené vztahem (3.1), docháźı

ke změně proměnné x, pouze speciálńım př́ıpadem ve směru osy x. Aby informace

o hledané funkci byla úplněǰśı je třeba tento pojem rozš́ı̌rit, k čemuž poslouž́ı mo-

delová situace mapy.

Na mapě, která zobrazuje reálný prostor na paṕır, je každý bod X určen dvěma

souřadnicemi (x, y) a nadmořskou výškou f(x, y). Na takové mapě již neńı nutné

se pohybovat pouze ve směru pomyslné osy x, ale možný rovnoměrný a př́ımočarý

pohyb může být ve směru libovolného vektoru h.

Obrázek 10: Vrstevnice na mapě

Otázka zńı, jaká je složka vertikálńı

rychlosti, která je rychlost́ı změny

nadmořské výšky (rychlost klesáńı,

stoupáńı). Ta záviśı na povaze terénu

(funkci f) a také na horizontálńı rych-

losti (vektoru h). Tato rychlost bude

jistě dána poměrem velikosti dráhy

za čas. Bude-li počátečńı (v čase t = 0)

bod na mapě X = (x0, y0) o nadmořské

výšce f(x0, y0), za čas t dojde na mapě

k posunu na bod x0+th o nadmořské výšce f(x0+th). Pak hledaný poměr popisuj́ıćı

rychlost pro velmi malé t je

28



lim
t→0

f(X + th)− f(X)

t
(3.5)

což popisuje okamžitou rychlost v bodě X. Taková derivace funkce f v bodě X

ve směru vektoru h se nazývá krátce směrová derivace. [2].

Analogii vztahu (3.5) s funkćı jedné proměnné lze i snadno ověřit. Pokud se bude

t = 4x a h = (1, 0), bude vztah (3.5) totožný s (3.1), p̊ujde tedy o derivaci funkce

podle proměnné x.

Zobecněńım takové modelové situace ze dvou souřadnic lze provést analogicky

do prostoru, kde bude mı́t vektor obecně složek n.

3.4.2 Variace funkcionálu

Podobně jak tomu bylo u hledáńı extrému funkce jedné proměnné, kde nutnou

podmı́nkou pro nalezeńı extrému byla nulová prvńı derivace v tomto , je u funk-

cionálu tato podmı́nka dosti podobná.

Nutná podmı́nka pro extrém funkcionálu volně řečeno zńı, že máme-li funkcionál

F , do kterého dosad́ıme nějakou funkci f̂ sousedńı funkci f , ve které má funkcionál

extrém, pak plat́ı:

δF = F(f̂)−F(f)→ 0. (3.6)

Což volněji řečeno znamená v analogii funkce v́ıce proměnných, že pokud má

být na kopci extrém, pak když dojde k řezu kopce rovinou v libovolném směru,

źıská se na rovině graf funkce jedné proměnné, která muśı mı́t v mı́stě kopce de-

rivaci rovnou nule. A namı́sto derivace ve všech směrech se u funkcionál̊u použ́ıvá

pojem variace.

Podobně jako u hledáńı extrému funkce jedné proměnné, pokud se najde jasné

řešeńı z prvńı derivace, neńı třeba řešit druhou derivaci. Právě z těchto d̊uvod̊u

se postačuj́ıćı podmı́nka často ve studijńıch textech vynechává a v této práci tomu

bude obdobně. Nicméně je spolu s daľśımi př́ıklady k nalezeńı v literatuře [4].

3.4.3 Odvozeńı Euler-Lagrangeovy rovnice

Při formulaci základńıch úloh variačńıho počtu, byly odvozené funkcionály závislé

na funkci y = y(x), která spojuje body A[a, 0] a B[b, 0]. Také měly tvar složený z in-

29



tegrálu takové funkce y. Zde si ukážeme, jak by se hledalo obecné řešeńı takového

funkcionálu.

Mějme obecný funkcionál F , u kterého se hledá lokálńı extrém. Dále je možno

předpokládat, že tento extrém se bude realizovat na funkci y = y(x), tedy lze psát

obecný funkcionál tvaru

F(y) =

∫ b

a

F (x, y, y′)dx. (3.7)

Nutnou podmı́nkou pro existenci lokálńıho extrému je, že variace tohoto funk-

cionálu muśı být rovna nule, což označ́ıme δF = 0. Dále lze předpokládat, že pokud

y je stacionárńım řešeńım funkcionálu, bude se v okoĺı této funkce nacházet funkce

k ńı bĺızká ŷ, která je totožná pouze v bodech ŷ(a) = y(a) a ŷ(b) = y(b).

Nyńı můžeme bĺızkou funkci ŷ psát ve tvaru př́ır̊ustku funkce y, což jde také

zapsat jako

ŷ(x, ε) = y(x) + εη(x) = y(x) + δy(x) (3.8)

kde ε je malé č́ıslo a δy představuje variaci hledané funkce y(x). Z čehož lze vyjádřit

variaci funkce y(x) jako

δy(x) = ŷ(x, ε)− y(x) = ŷ − y = εη(x). (3.9)

A pro speciálńı př́ıpad, kdy ε = 0 pak bude platit, že bĺızká křivka ŷ se bude rovnat

stacionárńı funkci y. Zavedeme si:

F(y + εη) = Φ(ε) =

∫ b

a

F (x, y + εη, (y + εη)′)dx =

∫ b

a

F (x, ŷ, (ŷ)′)dx, (3.10)

kde pro př́ıpustnou funkci η plat́ı η(a) = η(b) = 0. Č́ımž se situace z hledáńı extrému

funkcionálu převedla na hledáńı extrému funkce Φ(ε), pro kterou plat́ı, že pokud se ε

bĺıž́ı k nule, pak ŷ se bĺıž́ı k y, ve které má funkcionál extrém, což můžeme zapsat

ve tvaru

δF = F(ŷ)−F(y)→ 0, (3.11)
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což plat́ı, pokud ε→ 0, tedy

dΦ(ε)

dε

∣∣∣∣
ε=0

= 0 (3.12)

provedem tedy takovou derivaci funkcionálu (3.10), pomoćı složené funkce, jako

dΦ(ε)

dε
=

∫ b

a

(
∂F

∂ŷ

dŷ

dε
+
∂F

∂ŷ′
dŷ′

dε

)
dx (3.13)

což lze dále upravit na tvar

∫ b

a

∂F

∂ŷ
(η) +

∂F

∂ŷ′
(η

′
)dx, (3.14)

který se podle (3.12) a (3.14) rovná nule.

Dále jde (3.14) rozdělit na dva integrály, protože integrál ze součtu funkćı je to sa-

mé, jako součet integrálu z jednotlivých výraz̊u:

∫ b

a

∂F

∂ŷ
(η)dx+

∫ b

a

∂F

∂ŷ′
(η′)dx = 0. (3.15)

Jelikož je nutnou podmı́nkou extrému, že ε = 0, můžeme v rovnici (3.15) nahra-

dit ŷ resp. ŷ′ př́ımo hledanou funkćı y resp. y′:

∫ b

a

∂F

∂y
(η)dx+

∫ b

a

∂F

∂y′
(η′)dx = 0. (3.16)

Nyńı by bylo dobré, aby se v každém z integrálu našel společný člen, který

by se dal vytknout, t́ım by se následně využilo toho, že se takový výraz rovná nule.

Tento postup je známý i při upravováńı jednodušš́ıch výraz̊u, protože pokud je

nějaký výraz složen ze dvou člen̊u, které se maj́ı rovnat nule, pak se aspoň jeden

z nich muśı rovnat nule, tj. polož́ı se každý nule zvlášt’. Kdybychom se pokusili

tento postup aplikovat i zde, musel by se jeden z integrálu ve vztahu (3.16) upravit,

zkusme tedy nejprve upravit druhý integrál.

Dále budeme tedy pracovat jen s druhým integrálem ze vztahu (3.16), označme

jej I2:

I2 =

∫ b

a

∂F

∂y′
(η′)dx (3.17)
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Pokud vid́ıme integrál složený ze součinu dvou člen̊u, je vhodné použ́ıt metodu

per-partes, pro kterou je znám vztah:

∫ b

a

uv′ = [uv]ba −
∫ b

a

u′v. (3.18)

Již z výrazu(3.18) je vidět, že pokud se vhodně zvoĺı substituce, tak meto-

dou per - partes sice vznikne opět integrál, ale dojde k upraveńı z v′ na v, což

by se velmi hodilo i pro výraz (3.16). Pokud by se v integrálu I2 proměnilo η′ na η,

mohl by se tento člen z obou integrál̊u vytknout.

Zaved’me tedy substituci

u =
∂F

∂y′
v′ = η′ (3.19)

a tuto substituci (3.19) dosad́ıme do vztahu (3.18). Z čehož źıskáme

I2 =

[
∂F

∂y′
η

]b
a

−
∫ b

a

d

dx

∂F

∂y′
ηdx (3.20)

kde člen v závorce je roven nule, protože, η(a) = η(b) = 0, takže p̊uvodńı I2 se

podařilo upravit na tvar

I2 = −
∫ b

a

d

dx

∂F

∂y′
ηdx (3.21)

takto upravený (3.21) se dosad́ı zpět do (3.16)

∫ b

a

∂F

∂y
(η)dx−

∫ b

a

d

dx

∂F

∂y′
ηdx (3.22)

Z (3.22) nyńı vytkneme η z obou integrál̊u a využijeme obráceně již použité

podmı́nky, že součet integrálu je integrál součtu

∫ b

a

(
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′

)
ηdx = 0. (3.23)

Nyńı již lze vztah (3.23) rozdělit na dva výrazy, které se rovnaj́ı nule, což byl

záměr. Jeden z nich je η = 0, ale jelikož je η libovolná funkce, tak tato situace nikdy

nemůže nastat. Druhý výraz je:
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∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
= 0. (3.24)

Tento vztah je nutnou podmı́nkou pro nalezeńı extrému funkcionálu a bývá

obvykle nazýván Euler-Lagrangeova rovnice.

4 Řešeńı klasických úloh

V této kapitole budou s jistou mı́rou podrobnosti vyřešené funkcionály (2.16),

(2.21), (2.24), (2.25), které jsou výsledkem formulace jednotlivých úloh. Řešeńı je

sice v jisté formě k nalezeńı ve velké části literatury s tématikou variačńıho počtu,

ale většinou jde o stručný a méně vysvětlený postup. Takový postup však má svoji

úlohu jen jako kontrola pr̊uběžných výsledk̊u, nicméně k vysvětleńı jednotlivých

krok̊u je nedostačuj́ıćı.

Postup řešeńı bude u jednotlivých úloh značně analogický. Ćılem je nalézt určitý

extrém vztah̊u (2.16), (2.21), (2.24), (2.25). Proto je v prvé řadě třeba sestavit Euler -

Lagrangeovy rovnice, která převede tvar integrálńıho funkcionálu na diferenciálńı

rovnici. U takové rovnice se pak mnohdy hledá řešeńı snadněji. Zároveň by se jistě

dalo vhodně využ́ıt faktu, že všechny čtyři funkcionály nejsou explicitně závislé na

x.

Uvažujme dále takový funkcionál F(y, y′), který neńı explicitně závislý na x

a proved’me nyńı derivaci funkce F v integrálu funkcionálu pomoćı pravidla o deri-

vaci složené funkce (tj. postup připomı́ná rozš́ı̌reńı zlomku).

d

dx
F (y(x), y′(x)) =

∂F

∂y

∂y

∂x
+
∂F

∂y′
∂y′

∂x
(4.1)

nyńı se může (4.1) upravit pomoćı substituce y′ = ∂y
∂x

a y′′ = ∂y′

∂x
na tvar

d

dx
F =

∂F

∂y
y′ +

∂F

∂y′
y′′. (4.2)

Pouhým přeskupeńım člen̊u v (4.2) lze źıskat následuj́ıćı rovnost

∂F

∂y′
y′′ =

d

dx
F +

∂F

∂y
y′. (4.3)
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před použit́ım (4.3) zaměř́ıme pozornost ještě na jednu identitu z této problematiky.

Provedeme následuj́ıćı derivaci součinu, podle vztahu uv = u′v + uv′

d

dx

(
y′
∂F

∂y′

)
=
∂F

∂y′
y′′ +

d

dx

(
∂F

∂y′

)
y′. (4.4)

z tohoto vztahu (4.4) nyńı vyjádř́ıme stejný člen jaký je vyjádřen v (4.3) na levé

straně rovnosti

∂F

∂y′
y′′ =

d

dx

(
∂F

∂y′

)
y′ − d

dx

(
y′
∂F

∂y

)
. (4.5)

Č́ımž se źıskaly dva vztahy (4.3) a (4.5), které maj́ı totožnou levou stranu své rov-

nosti, takže lze dosadit jeden za druhý a t́ım porovnat i pravé strany výše uvedených

rovnost́ı.

d

dx
F +

∂F

∂y
y′ =

d

dx

(
∂F

∂y′

)
y′ − d

dx

(
y′
∂F

∂y

)
(4.6)

v takto vzniklém vztahu (4.6) lze opět pouhou záměnou pořad́ı jednotlivých členu

źıskat

d

dx
F − d

dx

(
∂F

∂y′

)
y′ = y

(
∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

))
(4.7)

pokud si (4.7) d̊ukladně prohlédneme, zjist́ıme, že na pravé straně rovnosti se objevil

tvar Euler-Lagrangeovy rovnice totožné s (3.24). A jak již bylo několikrát zmı́něno,

tento vztah muśı být roven nule, aby funkcionál F měl na funkci y extrém.

Zajisté neńı pochyb, že tomu tak muśı být i pro F(y, y′), které explicitně nezáviśı

na x. Pokud se tedy pravá strana rovnosti (4.7) rovná nule, rovnost (4.7) upravit

na tvar

d

dx
F − d

dx

(
∂F

∂y′

)
y′ = 0 (4.8)

a po vytknut́ı stejného členu v (4.8) i jednoduš́ı tvar

d

dx

(
F − ∂F

∂y′
y′
)

= 0. (4.9)

Pokud ještě rovnost (4.9) zintegrujeme na obou stranách podle proměnné x,

źıská se vztah
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F − y′
(
∂F

∂y′

)
= c1. (4.10)

kde c1 na pravé straně je integračńı konstantou. Tato rovnice je často označována

jako, tzv. Beltramiho identita. [10]

Rovnice (4.10), představuje Euler-Lagrangeovu rovnici pro F(y, y′). Sestaveńı

takové rovnice je v porovnáńı s (3.24) mnohem jednoduš́ı a numericky méně náročné.

Dále uvedené postupy řešeńı budou v prvé řadě směřovat k sestaveńı rovnice

(4.10). Tato rovnice se bude postupně co nejv́ıce zjednodušovat, až se nakonec uprav́ı

do podoby, kdy p̊ujde za y′ přehledně dosadit vztah z definice derivace. Následně

se rovnost zintegruje, č́ımž se pozornost řešeńı obrát́ı zase na poč́ıtáńı vzniklého

integrálu.

Z výše uvedeného postupu vedoućıho k řešeńı jednotlivých úloh je patrné, že

výsledek neńı možné źıskat hned po několika úpravách. Proto nejsou v každém

z řešeńı obsaženy naprosto všechny výpočty, ale každý krok je přinejmenš́ım řádně

okomentován tak, aby bylo patrné, co se mezi jednotlivými úpravami pozměnilo.

4.1 Řešeńı úlohy o brachistochroně

Výsledkem formulace této úlohy, byl vztah (2.16), který má tvar

T (y, y′) =

∫ xB

0

√
1 + y′2

2g(yA − y)
dx. (4.11)

Řešeńı: Nejprve je třeba sestavit rovnici (4.10). Což znamená konkrétně vypoč́ıtat

derivaci funkcionálu podle y′. Pro přehledněǰśı provedeńı derivace, lze (4.11) upravit

na pod́ıl dvou odmocnin

T (y, y′) =

∫ xB

0

√
1 + y′2√

2g(yA − y)
dx. (4.12)

V daľśım (4.12) je vhodné upravit pod́ıl na součin, který se přehledněji derivuje

T (y, y′) =

∫ xB

0

1√
2g(yA − y)

√
1 + y′2dx. (4.13)
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Nyńı se výraz (4.13) zderivuje podle proměnné y′ a po drobné úpravě se obdrž́ı

vztah

∂T
∂y′

=
1√

2g(yA − y)

y′√
1 + y′2

. (4.14)

Źıskáný vztah (4.14), je chyběj́ıćı člen, který je třeba k sestaveńı rovnice (4.10).

Sestav́ıme tedy rovnici (4.10) pro konkrétńı funkcionál (4.11).

√
1 + y′2√

2g(yA − y)
− y′ 1√

2g(yA − y)

y′√
1 + y′2

= c1 (4.15)

S takto źıskanou rovnićı (4.15) lze dále pracovat, jako s kteroukoli jinou rovnićı

s odmocninou. Zajisté ji lze zbavit jmenovatele vynásobeńım obou stran rovnice

společným jmenovatelem. Ten má v tomto př́ıpadě tvar součinu dvou odmocnin, tj.√
1 + y′2

√
2g(yA − y), z čehož lze źıskat

√
1 + y′2

√
1 + y′2 − y′2 = c1

√
1 + y′2

√
2g(yA − y). (4.16)

V (4.16) se na levé straně rovnosti uprav́ı odmocniny na

1 + y′
2 − y′2 = c1

√
1 + y′2

√
2g(yA − y). (4.17)

V takovém tvaru rovnice (4.17) se na levé straně vyruš́ı y′2, tedy rovnice má

tvar

1 = c1

√
1 + y′2

√
2g(yA − y). (4.18)

Pro odstraněńı odmocnin v (4.18) lze rovnici umocnit na druhou a t́ım źıskat

1 = 2gc1
2(1 + y′

2
)(yA − y). (4.19)

V (4.19) lze převést konstantńı členy na jednu stranu rovnice, tj.

1

c122g
= (1 + y′

2
)(yA − y). (4.20)
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Na levé straně rovnice (4.20) tak vznikl člen, který je stále konstantńı, proto jej

pro jednoduš́ı zápis lze označit jako 2c2:

2c2 = (1 + y′
2
)(yA − y). (4.21)

Z (4.21) se odstrańı závorky a poté vyjádř́ı y′2, dále ještě zvoĺıme souřadnicový

systém taky, aby yA = c2, tj.

y′
2

=
c2 + y

c2 − y
(4.22)

po odmocněńı vztahu (4.22) vznikne na levé straně plus a mı́nus odmocnina ze zlomku.

Podle znaménka se nyńı řešeńı rozděĺı na rostoućı a klesaj́ıćı úsek. Dále lze po-

kračovat na klesaj́ıćım úseku (protože hledáme minimum), z čehož vznikne:

y′ = −
√
c2 + y

c2 − y
. (4.23)

vztah (4.23) uprav́ıme tak, aby na jedné straně byly členy s y

√
c2 − y
c2 + y

y′ = −1. (4.24)

Do (4.24) nyńı lze za y′ dosadit z definice derivace vztah dy ku dx

√
c2 − y
c2 + y

dy

dx
= −1 (4.25)

vztah (4.25) uprav́ıme, aby na jedné straně byly všechny členy s proměnnou y

a na druhé s x

√
c2 − y
c2 + y

dy = −dx. (4.26)

Obě strany (4.26) zintegrujem podle daných proměnných na každé straně rovnice

∫ √
c2 − y
c2 + y

dy = −
∫
dx. (4.27)

Integrace pravé strany rovnice (4.27) lze již určit z tabulky, tj. −x − c3. Ale

integrál na levé straně je třeba upravit dál, proto jej označ́ıme I2. Dále zlomek pod

odmocninou rozš́ı̌ŕıme a zápis ještě uprav́ıme následovně
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I2 =

∫ √
c2 − y
c2 + y

dy =

∫ √
c2 − y
c2 + y

c2 − y
c2 − y

dy =

∫ √
(c2 − y)2

c22 + y2
dy. (4.28)

V úpravě I2 z (4.28) lze dále pokračovat rozděleńım odmocniny na pod́ıl ze dvou

odmocnin a př́ıpadné daľśı upraveńı na

I2 =

∫ √
(c2 − y)2√
c22 + y2

dy =

∫
c2 − y√
c22 + y2

dy. (4.29)

Výsledný vztah (4.29) lze rozdělit na dva integrály

I2 =

∫
c2√

c22 + y2
dy −

∫
y√

c22 + y2
dy. (4.30)

Pokud v (4.30) se z prvńıho integrálu vytkne ve jmenovateli c2
2 z odmocniny, což

se může napsat před ńı jako c2. Jde o tabulkovou hodnotu funkce arccos( y
c2

) a druhý

integrál se bude dále řešit metodou per partes podle vztahu (3.15) se substitućı

v′ = y a u = 1√
c22+y2

. Takto lze źıskat

I2 = −arccos
y

c2
+
√
c22 − y2. (4.31)

Vztah (4.31) se dále dosad́ı zpět do vztahu (4.27), kde již integračńı konstanta

je, proto neńı třeba psát daľśı u I2 a lze rovnou psát

− arccos
y

c2
+
√
c22 − y2 = −x− c3 (4.32)

Nyńı se zavede substituci a to nejlépe tak, aby jej́ı součást́ı byla inverzńı funkce

k arccos y
c2

. Tedy vhodné se zdá být substituce y = c2cos t, kterou lze (4.32) upravit

na

− t+ c2
√

1− cos2 t = −x− c3 (4.33)

kde výraz pod odmocninou je pouze jinak zapsaný vztah pro sin t2, č́ımž se dále

vztah (4.33) uprav́ı

− t+ c2sin t = −x− c3. (4.34)
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Z vztahu (4.34) lze již vyjádřit x v závislosti na substituci y = c2cost

x = t− c2sin t− c3 y = c2cos t (4.35)

kde c2 a c3 jsou integračńı konstanty, které se urč́ı z počátečńıch podmı́nek.

Tento źıskaný vztah (4.35) popisuje funkci nazývanou jako cykloidu. Takovou

funkci oṕı̌se hmotný bod umı́stěný se kružnici, která se kutáĺı po př́ımce.

4.2 Řešeńı úlohy o řetězovce

Výsledkem formulace této úlohy byl vztah (2.21), který má tvar

E(y, y′) = ηg

∫ xB

0

y
√

1 + y′2dx. (4.36)

kde konstanty ηg neovlivňuj́ı daľśı obecné řešeńı, proto s nimi neńı nutné dále

při hledáńı extrému funkcionálu pracovat.

Pro (4.36) chceme naj́ıt extrém za podmı́nky, že je zadané l, které lze popsat

(2.4)

l =

∫ xB

0

√
1 + y′2dx = konst. (4.37)

Řešeńı: Před samotným řešeńım je nejprve třeba sloučit funkcionál (4.36) a pod-

mı́nku (4.37) do jednoho pomocného funkcionálu P a to lze pomoci reálného č́ısla

λ jako

P =

∫ xB

0

y
√

1 + y′2 + λ
√

1 + y′2dx (4.38)

kde (4.38) se dále uprav́ı na

P =

∫ xB

0

(y + λ)
√

1 + y′2dx. (4.39)

Nyńı lze vztah (4.39) zderivovat podle proměnné y′, což je potřeba pro sestaveńı

rovnice (4.10)
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∂P
∂y′

= (y + λ)
y′√

1 + y′2
. (4.40)

Pomoćı źıskaného vztahu (4.40) již lze sestavit rovnice (4.10), která má tvar

(y + λ)
√

1 + y′2 − y′(y + λ)
y′√

1 + y′2
= c1. (4.41)

Sestavená rovnice (4.41) se dále upravuje úplně stejně jako kterákoli jiná rovnice.

Nejprve se odstrańı jmenovatel, tj. rovnice se vynásob́ı
√

1 + y′2

(y + λ)
√

1 + y′2
√

1 + y′2 − y′2(y + λ) = c1
√

1 + y′2. (4.42)

V (4.42) se na levé straně rovnosti uprav́ı odmocniny na

(y + λ)(1 + y
′2)− y′2(y + λ) = c1

√
1 + y′2 (4.43)

rovnost (4.43) lze dál upravovat. Roznásobeńım závorek a př́ıpadným odečteńım

stejných člen̊u s opačnými znaménky, tj. yy
′2 a λy

′2, č́ımž se źıská zase o trochu

zjednodušený tvar rovnice

y + λ = c1
√

1 + y′2, (4.44)

z které se následně odstrańı odmocniny, tj. rovnici (4.44) umocńıme na druhou,

z čehož lze źıskat

(y + λ)2 = c1
2(1 + y′

2
). (4.45)

Úpravou (4.45) lze rovnici dále zjednodušit roznásobeńım pravé strany rovnice

a následnou eliminaćı člen̊u s y′ na jednu stranu. Takto se źıská vztah

c1
2y′

2
= (y + λ)2 − c12 (4.46)

kam se přehledně za y′ dosad́ı podle definice derivace vztah dy ku dx.

c1
2 dy

2

dx2
= (y + λ)2 − c12. (4.47)
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Źıskaná rovnice (4.47) se dále upravuje tak, aby na jedné straně z̊ustaly členy s

x a na druhé s y, tj.

c1
2

(y + λ)2 − c12
dy2 = dx2 (4.48)

a nyńı se ještě obě strany rovnosti (4.48) odmocńı

c1√
(y + λ)2 − c12

dy = dx. (4.49)

Rovnici tvaru (4.49) je možné zintegrovat podle jednotlivých proměnných na

každé straně

∫
c1√

(y + λ)2 − c12
dy =

∫
dx. (4.50)

V této části je třeba vyřešit oba integrály rovnosti (4.50), které si však nežádaj́ı

daľśı úpravu, protože jsou uvedené v tabulce derivaćı, podle které se oba integrály

uprav́ı na

c1argcosh
y + λ

c1
= x+ c2, (4.51)

což se dále uprav́ı vyděleńım rovnice (4.51) konstantou c1

argcosh
y + λ

c1
=
x+ c2
c1

, (4.52)

aby došlo k vyjádřeńı y, muśı se na rovnici (4.52) aplikovat inverzńı funkce,

kterou je pro argcosh funkce cosh

y + λ

c1
= cosh

(
x+ c2
c1

)
(4.53)

z takové rovnice již se y vyjádř́ı snadno. Je třeba vynásobit (4.53) konstantou

c1 a následně odeč́ıst λ

y = −λ+ c1cosh

(
x+ c2
c1

)
(4.54)
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Vztah (4.54) je funkce, popisuj́ıćı zavěšený řetěz, taková funkce se nazývá hy-

perbolický cosinus. Hyperbolické funkce jsou do jisté mı́ry analogíı se známěǰśımi

goniometrickými funkcemi. Podobně jak sinus a cosinus definuj́ı body jednotkové

kružnice, tak hyperbolický sinus a cosinus definuj́ı body pravé části rovnoosé hyper-

boly.

4.3 Řešeńı izoperimetrického problému

Výsledkem formulace této úlohy byl vztah (2.24) tvaru

S(y) =

∫ b

a

y(x)dx, (4.55)

který je třeba vyřešit za podmı́nky, že délka hledané funkce má konstantńı délku l

popsanou vztahem (2.4)

l =

∫ b

a

√
1 + y′2(x)dx (4.56)

Řešeńı: Před sestaveńım rovnice (4.10) je třeba výše uvedené funkcionály (4.55) a

(4.56) opět sloučit pomoćı reálného č́ısla λ do jednoho pomocného funkcionálu P

P(y, y′) =

∫ b

a

y + λ
√

1 + y′2dx. (4.57)

Na funkcionál (4.57) v takovém tvaru, už lze provést přehledně derivaci podle y′,

která je třeba k sestaveńı rovnice (4.10)

∂P
∂y′

=
λy′√
1 + y′2

(4.58)

z čehož již se sestav́ı rovnice (4.10) jako

y + λ
√

1 + y′2 − λy
′2√

1 + y′2
= c1. (4.59)

S rovnost́ı (4.59) se bude dále při úpravě postupovat jako při řešeńı jakékoli jiné rov-

nice s odmocninou. Nejprve se odstrańı jmenovatel, tj. vynásob́ıme rovnici
√

1 + y′2.

y
√

1 + y′2 + λ
√

1 + y′2
√

1 + y′2 − λy′2 = c1
√

1 + y′2 (4.60)
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kde se odmocniny dále uprav́ı na

y
√

1 + y′2 + λ(1 + y
′2)− λy′2 = c1

√
1 + y′2 (4.61)

po roznásobeńı závorek v (4.61) a př́ıpadném vyrušeńı člen̊u s opačnými znaménky

se źıská tvar rovnosti

y
√

1 + y′2 + λ = c1
√

1 + y′2, (4.62)

která se dále zjednoduš́ı opětovným vynásobeńım
√

1 + y′2 a t́ım dojde k vyrušeńı

odmocniny u levého členu rovnosti (4.62) a u konstanty c1. Pak má rovnost tvar

y +
λ√

1 + y′2
= c1, (4.63)

což je diferenciálńı rovnice, u které nelze dále pokračovat, jak tomu bylo u předchoźıch

př́ıklad̊u, za pomoci substituce y′ źıskané z definice derivace. Protože v tomto konkrétńım

př́ıpadě by se nepodařilo eliminovat proměnné y a x každé na jednu stranu.

Ale postač́ı zvolit jinou substituci a to y′ = sint
cost

, která se dosad́ı do (4.63). A t́ım

se źıská

y +
λ√

1 + sin2t
cos2t

= c1. (4.64)

Rovnost (4.64) se uprav́ı sečteńım člen̊u pod odmocninou na společného jmeno-

vatele a následně se využije goniometrického vztahu, že sin2t + cos2t = 1. Takto

zjednodušený vztah má tvar

y − c1 = λcosnt (4.65)

z kterého již drobnou úpravou je možno vyjádřit y.

Aby se źıskal vztah i pro x je třeba (4.65) zderivovat podle tabulkových hodnot

a pak dosadit zderivovaný tvar do zavedené substituce dy
dx

= sint
cost

. Po separaci dx lze

výraz lehce zintegrovat a t́ım źıskat

x− c2 = λsint. (4.66)
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Pro separaci parametru t ze źıskaného řešeńı, je třeba soustavu rovnic (4.65) a (4.66)

umocnit na druhou a seč́ıst pravé a levé strany umocněných vztah̊u, č́ımž se obrdž́ı

(x− c2)2 + (y − c1)2 = λ2. (4.67)

Tento vztah (4.67) je rovnice pro kružnici o středu S[c1, c2] a poloměru λ, které

by se numericky dopoč́ıtaly z počátečńıch podmı́nek.

Č́ımž se vlastně potvrdila intuitivně známá skutečnost. Má-li zadaná délka

funkce ohraničit maximálńı plochu, bude mı́t tvar kruhu.

4.4 Řešeńı úlohy o rotačńım tělesu

Výsledkem formulace této úlohy byl vztah (2.25), který má tvar

S(y, y′) = 2π

∫ b

a

y
√

1 + y′2dx. (4.68)

kde v (4.68) je 2π konstanta, tak ji necháme před integrálem, protože nemá

zásadńı vliv na řešeńı.

Řešeńı: Ze vztahu (4.68) se provede nejprve derivace, která je potřebná pro sestaveńı

rovnice (4.10), tj.

∂S
∂y′

=
yy′√

1 + y′2
(4.69)

pomoćı (4.69) již lze sestavit rovnici (4.10)

y
√

1 + y′2 − y′ yy′√
1 + y′2

= c1 (4.70)

v (4.70) se následně odstrańı jmenovatel rovnice

y
√

1 + y′2
√

1 + y′2 − yy′2 = c1
√

1 + y′2 (4.71)

pak se v rovnosti (4.71) uprav́ı odmocniny na
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y(1 + y
′2)− yy′2 = c1

√
1 + y′2. (4.72)

Na levé straně vztahu (4.72) se roznásob́ı závorka, č́ımž se člen yy
′2 vyruš́ı. Takto

zjednodušená rovnce má tvar

y = c1
√

1 + y′2. (4.73)

Umocněńım vztahu (4.73) na druhou se odstrańı zbývaj́ıćı odmocnina

y2 = c21(1 + y
′2), (4.74)

kdy po roznásobeńı závorky v (4.74) se dá y′ vyjádřit jako

c21y
′2 = y2 − c21. (4.75)

Za y′ dosad́ıme do (4.75) podle definice derivace vztah dy ku dx

c21
dy2

dx2
= y2 − c21. (4.76)

Dále v (4.76) separujeme proměnné, tj. vynásob́ıme rovnost dx2 a vyděĺıme

pravou stranou

c21dy
2

y2 − c21
= dx2, (4.77)

rovnost (4.77) odmocńıme

c1dy√
y2 − c21

= dx. (4.78)

Nyńı se zintegruj́ı obě strany (4.78) podle jednotlivých proměnných

∫
c1dy√
y2 − c21

=

∫
dx, (4.79)

z integrálu (4.79) na levé straně již pouze vytknem konstantu c1
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c1

∫
dy√
y2 − c21

=

∫
dx. (4.80)

Oba integrály ze vztahu (4.80) jsou uvedeny v tabulce pro derivaci, a tedy

můžeme ihned psát

c1argcosh
y

c1
= x+ c2. (4.81)

V takovém př́ıpadě opět vystač́ı pouze jedna integračńı konstanta. Může se však

klidně napsat i druhá, ale stejně by se následně sloučily jako rozd́ıl do jedné.

Dále se rovnost (4.81) vyděĺı konstantou c1

argcosh
y

c1
=
x+ c2
c1

. (4.82)

Nyńı je třeba (4.82) upravit použit́ım inverzńı funkce k argcosh, tj. cosh, aby

došlo k vyjádřeńı y

y

c1
= cosh

x+ c2
c1

. (4.83)

Z (4.83) již bez zaváháńı vyjádř́ıme y

y = c1cosh
x+ c2
c1

. (4.84)

Výsledek (4.84) je výše zmı́něný hyperbolický cosinus. Z čehož vyplývá, že hle-

daná funkce pro minimálńı povrch rotačńıho tělesa, bude mı́t podobný tvar, jako

zavěšený řetěz.
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Závěr

Tato práce měla za ćıl přestavit čtenáři základńı myšleny variačńıho počtu,

zejména na typických problémech, kterými se tato problematika zaob́ırá.

Při řešeńı jednotlivých úloh bylo směřováno k nalezeńı obecné funkce, která je

výsledkem funkcionál̊u sestavených v prvńı části práce.

Pro úlohu, kde se zaměř́ı pozornost při pohybu hmotného bodu na minimálńı

čas, se dojde k zjǐstěńı, že pohyb muśı prob́ıhat po cykloidě. Pokud však bude

úkolem problému ohraničit maximálńı plochu pomoćı zadané délky funkce, bude

mı́t plocha tvar kružnice. V neposledńı řadě, žádá-li se minimálńı potenciálńı energie

zavěšeného řetězu, př́ıpadně minimálńı povrch pláště rotačńıho tělesa, budou tyto

funkce popsány hyperbolickým cosinem. Takové výsledky se shoduj́ı se všeobecné

známými poznatky.

V této práci byl čtenář seznámen pouze se základńımi typy funkcionál̊u a problémů.

Pokud by čtenář měl zájem o daľśı rozš́ı̌reńı této problematiky, lze př́ıklady r̊uznými

zp̊usoby modifikovat. Kupř́ıkladu namı́sto pevně zvolených koncových bod̊u, mohou

být volné koncové body, které jsou zadané př́ımkou, kde se mohou nacházet.

Ćılem práce však bylo představit základńı myšlenky absolventovi středńı školy.

Rozš́ı̌reńı popsané v této práci je vhodné pro źıskáńı základńı intuitivńı představy

a motivaci k daľśımu studiu této problematiky.
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